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BAB 1. PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Analisis variabel kompleks merupakan salah satu cabang penting dalam
matematika yang mempelajari fungsi-fungsi dengan variabel bilangan
kompleks serta sifat-sifatnya pada bidang kompleks. Dalam mempelajari
analisis variabel kompleks, pembahasan mengenai limit fungsi kompleks
menjadi salah satu konsep dasar yang sangat penting. Pembahasan mengenai
limit membantu memahami bagaimana perilaku suatu fungsi ketika variabelnya
mendekati suatu titik tertentu pada bidang kompleks.

Selain itu, dalam analisis variabel kompleks juga terdapat berbagai teorema
yang berkaitan dengan limit. Teorema tersebut dapat menentukan sifat-sifat
limit suatu fungsi serta bagaimana operasi-operasi matematika tertentu
memengaruhi nilai limit yang dihasilkan. Pembahasan lain yang juga penting
adalah limit dalam titik batas dan kekontinuan pada limit. Pembahasan
mengenai kekontinuan membantu memahami bagaimana suatu fungsi
menunjukkan kestabilan nilai pada suatu daerah tertentu.

Berdasarkan uraian tersebut, pembahasan mengenai limit, teorema pada
limit, limit dalam titik batas, serta kekontinuan memiliki peranan yang sangat
penting dalam analisis variabel kompleks. Oleh karena itu, topik-topik tersebut

perlu dipelajari secara sistematis agar dapat memberikan pemahaman yang
lebih baik.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah
dalam makalah ini adalah sebagai berikut:

1. Apa yang dimaksud dengan limit?

2. Bagaimana pembuktian teorema-teorema yang berkaitan dengan limit?
3. Apa yang limit dalam titik batas?

4, Bagaimana kekontinuan pada limit?

1.3 Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, maka tujuan dalam
makalah ini adalah sebagai berikut:
1. mengetahui pengertian limit;
2. mengetahui pembuktian teorema-teorema yang berkaitan dengan limit;
3. mengetahui limit dalam titik batas;
4. mengetahui kekontinuan pada limit.
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BAB 2. PEMBAHASAN
2.1 Limit
Misalkan fungsi f didefinisikan di semua titik zdi dalam suatu
lingkungan yang terhapus (deleted neighborhood) di sekitar z,. Pernyataan

bahwa limit f(z) ketika z mendekati z; adalah suatu bilangan wy, atau

lim f(z) = w,,

P
berarti bahwa titik w = f(z) dapat dibuat sedekat mungkin
dengan wy dengan memilih titik z yang cukup dekat ke z, tetapi tidak sama
dengannya. Sekarang, kita nyatakan definisi limit ini dalam bentuk yang lebih
presisi dan dapat digunakan.
Pernyataan (1) berarti bahwa untuk setiap bilangan positif € (epsilon),
terdapat bilangan positif & (delta) sedemikian sehingga
| f(z)—wyl<eketika0 <|z—2,|<d
Definisi ini secara geometris mengatakan bahwa untuk setiap lingkungan-
€ (atau epsilon neighborhood) | w — wy |< € dari w,,, pasti ada lingkungan-
& yang terhapus (atau deleted delta neighborhood) 0 <| z — z; |<
d dari z; sedemikian schingga setiap titik z di lingkungan- & yang terhapus
tersebut akan memiliki bayangan w yang terletak di dalam lingkungan- € (lihat
Gambar 23).
Perhatikan dua hal penting:
1. Meskipun semua titik di lingkungan terhapus 0 <| z — 2z, |<
6 dipertimbangkan, bayangan titik-titik tersebut tidak harus memenuhi
seluruh lingkungan | w — w, |[< €. Sebagai contoh, jika f bernilai
konstan wy, maka bayangan dari semua titik z tersebut hanyalah titik
pusat wg.
2. Begitu suatu nilai & ditemukan, kita selalu bisa menggantinya dengan

bilangan positif yang lebih kecil, misalnya & /2.
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Mudah untuk menunjukkan bahwa jika limit suatu fungsi f(z) ada di
titik z,, maka limitnya unik (tunggal).
Bukti singkat:

Andaikan ada dua limit yang berbeda, wy dan w;. Dengan
menggunakan definisi limit dan ketaksamaan segitiga, kita dapat menunjukkan
bahwa untuk bilangan positif € sekecil apapun, berlaku | w; — wy |< 2e. Satu-
satunya cara agar hal ini mungkin adalah jika|w; —wy =0, yang
berarti wy; = wy.

Definisi (2) mengharuskan f terdefinisi di semua titik pada suatu
lingkungan terhapus dari z,. Jika 2z, adalah titik batas dari daerah asal fungsi,
definisi ini dapat diperluas dengan menyetujui bahwa ketaksamaan pertama
dalam (2) hanya perlu dipenuhi oleh titik-titik z yang berada di dalam daerah
asal dan di dalam lingkungan terhapus tersebut.

Contoh 1.

Tunjukkan bahwa jika f(z) = %pada cakram terbuka | z [< 1, maka

: )
Im j(#) =5.()
di mana titik 1 berada pada batas daerah asal fungsi f.

Penyelesaian.

Perhatikan bahwa ketika z berada di dalam cakram | z |< 1,

i iz 1 ig—=1.]
=g~ [Fal="3
Kita tahu bahwa | Z—1 |=| z = 1 |. Jadi,
i | Z=1]
ro-4-123
3
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Oleh karena itu, untuk setiap z di daerah asal dan setiap bilangan

positif e,
{
|f(z) _E| <eketikal <l z—-1I|< 2e.

Dengan memilih § = 2Ze (atau bilangan positif yang lebih kecil
darinya), kondisi (2) terpenuhi untuk semua titik z di dalam daerah asal | z |<

1. Limit terbukti.

¥ vy
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2.2 Teorema pada Limit

2.3 Limit dalam Titik Batas

Terkadang lebih mudah untuk menyertakan bidang kompleks titik pada tak
hingga, vang dilambangkan dengan oo, dan menggunakan limit vang
melibatkannya. Bidang kompleks bersama dengan titik ini disebut bidang
kompleks diperluas.

Untuk memvisualisasikan titik tak hingga, bidang kompleks dapat dibayangkan
sebagai bidang yang melalui garis khatulistiwa suatu bola satuan yang berpusat
di titik asal (0,0). Untuk setiap titik z pada bidang tersebut, terdapat tepat satu
titik P pada permukaan bola. Titik P adalah titik perpotongan antara permukaan
bola dan garis melalui titik z dan kutub utara N.
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Dengan cara yang sama, untuk setiap titik P pada permukaan bola selain kutub
utara N, terdapat tepat satu titik z pada bidang. Dengan menganggap titik NV
(kutub utara) pada bola sebagai titik tak hingga, diperoleh korespondensi satu-
satu antara titik-titik pada permukaan bola dan titik-titik pada bidang kompleks
diperluas. Bola tersebut dikenal sebagai bola Riemann, dan korespondensinya
disebut proyeksi stereografik.

Perhatikan bagian luar lingkaran satuan yang berpusat di titik asal pada bidang
kompleks berkorespondensi dengan setengah bola bagian atas dengan garis
khatulistiwa dan titik N dihilangkan. Selain itu, untuk setiap bilangan positif
kecil &, titik-titik pada bidang kompleks yang berada di luar lingkaran |z| =§
berkorespondensi dengan titik-titik pada bola yang dekat dengan V. Oleh karena
itu, himpunan |z| > idisebut lingkungan &, atau lingkungan dari cc.

Kita sepakati bahwa ketika menyebut suatu titik z, yang dimaksud adalah titik
pada bidang hingga. Selanjutnya, apabila titik tak hingga akan dipertimbangkan,
hal tersebut akan disebutkan secara khusus.

Sekarang kita dapat dengan mudah memberikan makna pada pernyataan

li =

i f (2) = wy
ketika zy atau wy, atau bahkan keduanya, diganti dengan titik tak hingga. Dalam
definisi limit, kita mengganti lingkungan dari z, dan w, dengan lingkungan dari
oo, Pembuktian teorema berikut akan mengilustrasikan bagaimana hal ini
dilakukan.

Teorema

Jika zy dan wy masing-masing adalah titik pada bidang z dan bidang w, maka

CHI, Flalmani Bon el
@lim f(z) = wy & lim (3

z=0

@)lim £(2) = @ © lim f(;) 0

) =wo

Z—0
Pembuktian:

. : 1
() g Fle)=ees I gy =9

Berarti bahwa untuk setiap bilangan positif &, terdapat bilangan positif &
sehingga

If(2)] > < ketika 0 < |z = 20| < & . (4)
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Artinya, titik w = f(z) berada pada lingkungan &, yaitu |w| > %dari o setiap
kali z berada dalam lingkungan terhapus 0 < |z — z,| < & dari z,

Karena pernyataan (4) dapat dituliskan sebagai

1

<cketika 0<|z—2z)| < §

£ ()l

1 :
- EI <eketika 0 < |z—29| <&

1 :
- ‘m—{)| < e ketika 0 < |z —zy| < 6,
maka ekivalen dengan lim — =0

z—zq f(2)

Pembuktian:

1
(2) zll_)ﬂ; f(z) = wy © lim f(;) =W,

z—0
Berarti bahwa untuk setiap bilangan positif &, terdapat bilangan positif &

sehingga

|f (2) = wol < & ketika |z] > 3 ... (5)

Dengan mengganti z menjadi 5 pada pernyataan (5)

- \fG)—wDI < eketika0 < |z—0] < 3§,

maka ekivalen dengan lim f G) =Wy

z=0

Pembuktian:

(3) lim f(2) = 0 & lim f

z—0

N || =

Berarti bahwa untuk setiap bilangan positif €, terdapat bilangan positif 6
schingga

|f(2)] > = ketika |z| > < .. (6)

Ketika z menjadi -3- pada pernyataan (6)
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1
lf (@)l

—

< cketika 0<|z—-0|<§

1 .
— \ml‘(skenka 0<|z—-0|<é

5 ‘%-{]|<£ketika 0<|z-0]|<8é,

—

0l < eketika0<|z—0]<é

-
)
maka ekivalen dengan lim f (%) =0

Zz—0

2.4 Kekontinuan

Suatu fungsi f kontinu pada titik z; jika ketiga kondisi berikut terpenuhi:
(1) lim f(z)ada
Z—=2Zy

(2) f(z,) ada
@) Jim f(2)=fz0)

Pernyataan (3) sudah mencakup pernyataan (1) dan (2), karena keberadaan
nilai pada kedua sisi persamaan tersebut dibutuhkan. Pernyataan (3)
menyatakan bahwa untuk setiap bilangan positif &, terdapat bilangan positif &
sehingga

(4) If(2) — f(zp)| < e ketika |z — z5] < &

(4) 1 (2) — f(20)| < ¢ ketika |z — zo| < &

Jika dua fungsi kontinu di suatu titik, maka jumlah dan hasil kali keduanya juga
kontinu di titik tersebut. Hasil bagi keduanya juga kontinu di titik tersebut,
selama penyebutnya tidak bernilai nol. Pernyataan ini merupakan konsekuensi
langsung dari Teorema 2.

Selanjutnya akan membahas dua sifat penting dari fungsi kontinu yang
pembuktiannya tidak begitu langsung. Pembuktian kita bergantung pada
definisi dari pernyataan (4) tentang kekontinuan, dan hasilnya akan disajikan
dalam bentuk teorema.

Teorema 1. Sebuah komposisi dari fungsi-fungsi yang kontinu adalah kontinu
juga.
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Pembuktian:

Misalkan w = f(z) adalah fungsi vyang kontinu diz, dan
misalkan W = g(w) adalah fungsi yang kontinu di titik f(z,) di bidang-w.
Maka, fungsi komposisi W = g[f (z)] adalah kontinu di z,.

Kekontinuan g di f(z,) berarti untuk setiap € > 0, kita bisa menemukan y >
0 sehingga
19[f ()] — 9[f (Zo)]| < € ketika | f(2) — f(2) I< 7.
Selanjutnya, karena f kontinu di z;, maka untuk y > 0 yang baru saja kita
peroleh, pasti ada & > 0 sedemikian sehingga
| f(2) — f(zp) I< y ketika | z — 25 I< 6.
Dengan menggabungkan kedua implikasi ini, kita dapatkan bahwa untuk
setiap € > 0, ada § > 0 sehingga:
| glf(2)] — glf(zo)] I< eketika | z — zy 1< 6.

Ini tepat definisi dari kekontinuan g[f(z)] di z,.

J v I
- e ——— g - b
/r- . B \.\\ ’/ \\
r‘“é\‘ \ ; i ﬁ:’_\ 0 2[f12)] i
\oZ 5 ; Jr“\l”\\‘ o o ! & |
S 4 | (=) | 1 Tw gl fzg)] :
e A { | L
[¥] x 0] T 0 ' L4
\\_‘ 'f{—_} /’ \\ ',"
o - 5 p
S % J
L. e

Teorema 2. Jika suatu fungsi f(z) kontinu dan tidak bernilai nol di suatu titik
zy, maka f(z) # 0 di seluruh suatu lingkungan dari titik tersebut.

Pembuktian:

Dengan mengasumsikan bahwa f(z) kontinu dan tidak nol di z,, kita dapat
membuktikan dengan menetapkan nilai positif E%ﬂun‘mk bilangan & pada
pernyataan (4). Hal ini menunjukkan bahwa terdapat suatu bilangan positif 6

schingga
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|f(2) = f(zp)] < eketika |z — zy| < & . (4)
> f(2) — f(z0)] < L2 ketika |z — 20| < 6

Jika terdapat suatu titik z dalam lingkungan |z — zy| < § sehingga f(z) =
0, maka kontradiksi

If(zu)|r
7

[f(z0)] <

Karena hal tersebut tidak mungkin terjadi, maka teorema terbukti.

Kekontinuan suatu fungsi

(5) f(z2) = ulx,y) +v(x,y)

berkaitan erat dengan kekontinuan fungsi komponennya, yaitu u(x,y) dan
v(x,y). Sebagai contoh, dari Teorema 1 dapat disimpulkan bahwa fungsi (5)
tersebut kontinu di suatu titik z; = (xo, ¥o) jika dan hanya jika kedua fungsi
komponennya kontinu di titik tersebut. Pembuktian teorema berikutnya akan
menggambarkan penggunaan pernyataan ini. Teorema tersebut sangat penting
dan akan sering digunakan pada bab-bab selanjutnya, khususnya dalam
berbagai aplikasi.

Sebelum menyatakan teorema tersebut, kita ingat bahwa suatu daerah R disebut
tertutup jika memuat semua titik batasnya, dan dikatakan terbatas jika
terletak di dalam suatu lingkaran yang berpusat di titik asal.

Teorema 3. Jika suatu fungsi f continu di seluruh daerah R yang tertutup dan
terbatas, maka ada bilangan real tak negatif M sehingga

(6) | f(2) I< M untuk semua titik z di R,
dan kesamaan berlaku untuk setidaknya satu titik z di R.
Pembuktian:

Untuk membuktikannya, kita mengasumsikan bahwa fungsi

f(@) =ulxy) +v(x,y)
adalah kontinu. Maka fungsi

Vw12 + v, )]?

juga kontinu di seluruh R. Karena R tertutup dan terbatas, fungsi kontinu pada
daerah tersebut pasti mencapai nilai maksimum di suatu titik dalam R.
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Nilai maksimum itu kita sebut M. Dengan demikian, berlaku ketaksamaan

| f(2) I M

untuk semua z di R, dan pada paling tidak satu titik berlaku | f(2) |= M.

Kita mengatakan bahwa fungsi fterbatas pada daerah R.

10

ueLIVEWORKSHEETS



BAB 3. PENUTUP

3.1 Kesimpulan

11
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