ParOrdenado

Karina, estudiante de Fundamentos |, debe preparar una clase sobre el par
ordenado. Para ello, utiliza el libro Matemética 5, pero su ejemplar esta en F? o o PR
malas condiciones y algunas partes del texto estan deterioradas. Ayudala a MATEMAT I?_A_S

completar el contenido con las palabras faltantes. M |
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14. PAR ORDENADO.

Profesor: Creo que ha llegado el momento de considerar un concepto particularmente l&}"l?ﬂfﬂ??"-‘é
importante con el cual ustedes ya estdn familiarizados. Me refiero, concretamente, : S
al concepto de par ordenado. ;Lo recuerdan?...

- —
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Graciela: |SI...| Yo, por ejemplo, lo relaciono con el juego de la «batalla naval».
Profesor: ;Y con qué otros «juegos» mateméaticos?
Mario: Con las funciones y sus graficas...

Prafesor: {Muy bien! ;Y recuerdan cuél es la propiedad fundamental de los
pares ordenados?

Pablo: ;Propiedad fundamental?...
Profesor: Si dos pares ordenados son iguales, entonces ocurre, jqué cosa?...
Pablo: jAh...! Que ambos pares tienen las mismas «abscisas» y las mismas

Mgy <A iaual que con los puntos!

Profesor: jMuy bien! Veamos la terminologia usual.

Si a y b designan dos objetos mateméticos cualesquiera, el
par ordenado asociado con @ y b, se representa mediante el
simbolo

(a, b)

donde @ y b se denominan, respectivamente, primer

componente v SuggipnSuigiiPige dc! par ordenado.
W

Segun el contexto matemdtico de que se trate, encontraremos, respectivamente,
otras locuciones:
primera y segunda proyeccion,

primera y segunda coordenada,
-LoMmada. >

Llegado a este punto observo que ain no hemos dado una definicién de par
ordenado...

Ana (interrumpiendo): jProfesor! ;No bastaria decir que
Un par ordenado es un par de conjuntos escritos en u!deﬁnfdo? B

Juan: Ana... ;Cémo podés escribir un par de conjuntos, sin escribirlos en un
orden definido? |En el espacio es imposible, y en el tiempo, también!...

Profesor: Si, si. Ademas, el xorden» mencionado por Ana no es un concepto
que mateméticamente hayamos presentado oficialmente en sociedad. El adjetivo
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«ordenado» que venimos empleando para los pares, tiene un caracter
gramatical, y no matemdtico. Dicho adjetivo pretende recordarnos que

(a,b) = (b,0a)
a menos -claro esta- que @ y b sean conjunms- e

Por lo tanto, tenemos que esforzarnos un poco més en lograr una defincién de
par ordenado que satisfaga nuestra curiosidad conjuntista. Es decir, para
cada par de conjuntos @y b deseamos construir un nuevo conjunto, simbolizado
(a, b) que posea la propiedad fundamental:

@b=ca) = (I~

Andrea: ;No podriamos axiomatizar la nocién de par ordenado?

Profesor: Si, de hecho es lo que hacen algunos, es decir, podriamos introdu-
cir el simbolo
(a, b)

como primitivo y admitir la propiedad fundamental como axioma.

Juan: Pero, de esta forma nos quedariamos sin saber realmente lo que es un
par ordenado. ;No?...

Profesor: Es cierto. Intentemos, pues (*), dar una definicién conjuntista.
Después de todo estamos inmersos en el tema, y quizé valga la pena escuchar
esta melodia, al menos, un dia en la vida.

Obviamente, no podriamos definir

(a, b)
como
{a, b}
puesto gque
{a, b} |} (b, a}
—

y no se cumplirfa la propiedad fundamental.
Ademds, ;qué sentido hubiese tenido toda esta discusion?
Pero... ;c6mo dar una definicion razonable de (a, b)? |No es facil!

(*) Nota del autor: Este apuss» deja entrever la posibilidad de satisfacer la inquietud de Juan.
Nosotros, queremos dejar constancia que no estamos de acuerdo con el Profesor, porque
cresmos que la curiosidad de Juan no puade ser satisfecha tal como &l lo dasea. La definicidn
conjuntista, propuesta mas abajo por el Profesor, no cumple ninguna finalidad ontolégica, |No
logra establecer gué es realmente un par ordenado! Simplemente, proporciona un modedo para
la interpretacién intuitiva del concepto, Otros modeles son posibles... Entonces, jcéme y por
qué dar preferencia a un modelo sobre otro? Y, aun cuando elijamos uno de ellos -como ha
hecho el Profesor- jcémo puede él justificar que dicho modelo resuelve el problema ontolégice?...
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DEFINICION

El par ordenado asociado con los conjuntos @ y b (sotto voce:
ien ese orden!) es el conjunto (a, b) definido por (*)

(a, b) = {{a}! {a, b}}

Observen que
(a, b)
es, de acuerdo con esta definicién, un conjunto cuyos elementos son
los conjuntos
{a} v {a, b}

Tal definicién es, sin dudas, extravagante y no intuitiva, pero como veremos,
resulta adecuada para demostrar el siguiente

TEOREMA (Propiedad fundamental de los pares ordenados)
Sean a, b, ¢, y d conjuntos cualesquiera. Se cumple:

(a,b)=(c,d) = (a=c A b=d)

Demostracidn:

(*) Kazimierz Kuratowski (1896-1980) Matemético polaco. Introdujo esta definicién an 1921,
Sin embargo, la primera definicidn conjuntista de par ordenado (a, b) = {{{a}, @}, [{b}}}
fus dada en 1914, por &l matemético astadounidense Morbert Wiener (1824-1964), fundador
de la Cibernética an 1948, Estas definiciones desempenaron un papel muy impaortante, pues
parmitiaron incorporar el concapto matematico de relacién a la Teoria de Conjuntos.
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