Perpendicularismo no espaco

Vimos que duas retas coplanares podem ser concorrentes, paralelas
ou coincidentes. No caso de retas concorrentes, podemos ainda classi-
fica-las de acordo com o angulo entre elas.

Duas retas concorrentes sao perpendiculares quando
formam entre si um angulo de 90°.
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L Este simbolo significa perpendicular a.

Duas retas concorrentes sao obliquas quando formam
um angulo diferente de 90°.

Agora vamos ver o que acontece com o angulo entre retas reversas.
Para isso, precisamos compreender o que € angulo entre retas reversas.

Sejam r e s duas retas reversas. Consideremos sobre a reta r um
ponto P e por ele tracemos a reta s’, paralela a reta s, como mostra a
figura a seguir. O angulo 6 formado pelas retas r e s” &, por definicao,
o angulo formado pelas retas reversas r e s. E possivel demonstrar que
esse angulo nao depende do ponto P escolhido.
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Quando essas retas formam um angulo de 90°, sdao chamadas de

ortogonais.

s'f/s
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\ ® re s saoretas reversas
\ ortogonais.
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Perpendicularismo entre reta e plano

Vimos que uma reta e um plano podem ser paralelos, secantes ou a reta pode
estar contida no plano. No caso de a reta ser secante ao plano, vamos ver que ela
pode ser perpendicular ou obliqua a esse plano.

mrlo

7 Sejam uma reta r e um plano « secantes em um ponto P.
Dizemos que r e perpendicular a ¢ quando r é perpendi-
cular a todas as retas de « que passam por P.

,
AN
/ \ / Toda reta que intersecta um plano e nao é perpendicular a
x \“‘
\

ele & chamada obliqua a esse plano.

= r é obliqua a 0.

Teorema 8: Se uma reta r é perpendicular a duas retas concorrentes
s e tde um plano «, entdo ela é perpendicular ao plano .

E possivel demonstrar que o teorema 8 é uma condicido necessaria e suficiente
para determinar a perpendicularidade entre reta e plano. Isso quer dizer que para
a reta r ser perpendicular ac plano «, basta que ela seja perpendicular a duas retas
concorrentes de cLque passam pelo ponto P. Esse raciocinio sera utilizado em outros
contetidos deste Capitulo.

H G y A
Por exemplo, observe ao lado a figura do cubo apoiado no
F

—F i plano a. Como BF é perpendicular a AB e a BC, entao BF é per-
/ ,z"‘"‘-_.‘ ¢ ; pendicular ao plano ABC.
A B A seguir, sao apresentadas algumas propriedades do perpen-
= BF LABe BF LBC dicularismo que podem ser demonstradas.
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Propriedade 1: Por um ponto P
fora de um plano o« passa uma unica
reta r perpendicular a ct.

r

L o
.—T“I / Propriedade 2: Dois planos dis-
7

tintos perpendiculares a uma mesma
/ - reta sao planos paralelos.
: H
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Planos perpendiculares

Vimos que dois plancs podem ser coincidentes, paralelos ou e
secantes. Vamos ver agora que, neste ultimo caso, eles podem ser per-
pendiculares ou obliquos.

% B/
Dados dois planos secantes @ e B, & ¢ perpendiculara 3 / ,j/:

se existe uma reta r contida em um deles que é perpendicular P
ao outro.

Se dois planos secantes nao sao perpendiculares, eles sao deno-
minados obliquos.

Teoremas sobre perpendicularismo

Apresentamos a seguir alguns teoremas sobre perpendicularismo.

Teorema 9: Se uma reta r é perpendicular a um plano ¢, entao
r faz angulo de 90° com qualquer reta contida em .

Teorema 10: Se uma reta r, secante a um plano «, forma um
angulo de 90° com duas retas concorrentes s e t desse plano o,
entao a reta r é perpendicular ao plano ot.

Teorema 11: Sejam uma reta re um plano o tais que r L «no
ponto A. Sendo s uma reta de o que passa pelo ponto Ae t uma
reta de o perpendicular a s e concorrente com esta num ponto
B # A, entdao qualquer reta que passa pelo ponto B e por um
ponto C de r é perpendicular a reta t.

Teorema 12: Duas retas distintas, r e s, perpendiculares a um
mesmo plano o, sao paralelas.

s ~
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H ATIVIDADES RESOLVIDAS

01.

02,

Considere as retas r, s e t distintas, tais que
s 1L ret L r.Relativamente as retas s e t, po-
demos afirmar que:

I.Elas podem ser unicamente paralelas ou
concorrentes.

Il.Elas podem ser unicamente paralelas ou
reversas.

Il1.Elas podem ser unicamente concorrentes
ou reversas.

IV.Elas podem ser paralelas, concorrentes ou
reversas.

V.Elas podem ser unicamente reversas.
Qual dessas afirmacoes € verdadeira?

Resolugéo

Uma das maneiras de resolver esse problema
é desenhando as retas como retas suporte de
arestas de um cubo. No cubo ABCDEFGH, re-
presentado na figura a sequir, sejam r a reta
que passa por B e C, que indicaremos por BC,
e s a reta que passa por A e B, que indicare-
mos por AB. Note que s L r. Nas condigoes do
enunciado, podemos ter:
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't=Eﬁ,ent§osLnti res/t

“t=PBF,entdos L rt L resetsaoretas
concorrentes.

*t=(CG,entdos L rt 1 resetsaoretas
reversas.
Portanto, a afirmacao verdadeira é a IV.

Sejam um plano o e uma reta r, paralela a c.
Quais proposigoes a seguir sao verdadeiras?
I.Toda reta paralela a r esta contida em a.

Il. Toda reta perpendicular a r é perpendicular
ad.

I1l.Toda reta ortogonal a r é perpendicular a ct.

Resolucao
llustrando o enunciado, temos a figura a seguir.
r

Ay

Agora, analisaremos cada uma das afirmacdes.

I Falsa, pois existe um plano B # & que con-

tém r. Em P existe umaretas, s/ re s ndo
esta contida em o

II. Falsa. Considerando B do item |, existes L r,
sCP, s/ o; logo, s ndo é perpendicular a .

Ill.Falsa. Considere s do item Il. Existe uma reta
t,tCaet/s; téortogonal are nioé per-
pendicular a c.

Portanto, nenhuma das proposi¢bes &
verdadeira.
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01.

02,

03.

‘A figura a seguir mostra uma porta entreaber-
ta e o canto de uma sala.

a) Que posicoes relativas tém as retas suporte
guecontémres;set;xeryvelt?

b) Que posicoes relativas tém a reta suporte
de t e o plano suporte de ¢? E a reta supor-
te de r e o plano suporte de B?

A figura seguinte representa um cubo.
Observando-a, determine as posicdes relativas:

H G

| S R B
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a) das retas E‘f e FG,
b) das retas EF e BC.

(EsPCEx-SP) Considere duas retas r e s no es-
paco e quatro pontos distintos, A, B, Ce D, de
modo que os pontos A e B pertencem a reta r
e 0s pontos C e D pertencem a reta s. Dentre
as afirmacées abaixo:

A Sy - i
|.Se as retas AC e BD s&o concorrentes, entao
r e s sao necessariamente concorrentes.

I1.Os triangulos ABC e ABD serao sempre
coplanares.

I11.Se AC e BD forem concorrentes, entao as
retas r e s séo coplanares.
Pode-se concluir que:

a) somente a | & verdadeira.
b)somente a Il é verdadeira.

<) somente a lll é verdadeira.

d) as afirmacées |l e lll sao verdadeiras.

e) as afirmacoes | e |ll sao verdadeiras.

04. (Fatec-SP) A retar é a interseccao dos planos
e B, perpendiculares entre si. A reta s, contida
em o, intercepta r no ponto P. A reta t, per-
pendicular a B, intercepta-o no ponto Q, nao
pertencente a r. Nessas condicbes, é verdade
gue as retas:

a) r e s sao perpendiculares entre si.
b)s et sao paralelas entre si.

<) r e t sao concorrentes.

d)s et sao reversas.

e) r e t sao ortogonais.

(EEM-SP)

I. Duas retas reversas podem ser ambas per-
pendiculares a uma mesma reta t.

05.

I1.Se r € uma reta de um plano e s uma para-
lela ao mesmo plano, entao, certamente, r
e s sao paralelas.

I1l.Se uma reta é perpendicular a um plano,
entao ela é perpendicular a qualquer reta
do plano.

Relativamente as afirmac¢ées acima, podemos

afirmar que:

a) todas sao verdadeiras.

b)somente | e Il sao verdadeiras.

<) somente Il e lll sdo verdadeiras.

d)somente || é verdadeira.

&) somente | & verdadeira.

06. (Fuvest-SP) F correta a afirmacao:

a) Se dois planos forem perpendiculares, todo
plano perpendicular a um deles sera para-
lelo ao outro.

b) Se dois planos forem perpendiculares, toda
reta paralela a um deles sera perpendicular
ao outro.

¢) Duas retas paralelas a um plano sao
paralelas.

d)Se duas retas forem ortogonais reversas,
toda ortogonal a uma delas sera paralela
a outra.

e) Se duas retas forem ortogonais, toda
paralela a uma delas sera ortogonal ou
perpendicular a outra.
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