1 Teknik Substitusi (Penggantian)
Teknik integrasi substitusi ini, teknik dilakukan diawal dalam penyelesaian integrasi. Apabila

menggunakan teknik ini tidak bisa dilakukan maka dapat diterapkan teknik yang lain.

Contoh 1 jf(x}dx =Ih(u}du =H@u)+C=H(g(x))+C J

3
Tentukan | ———dx
en | o

Penyelesaian :
cu .
Ingatlah bentuk j— Andaikan u = 3x. Maka du =3 dx
Ja? —u?
Sehingga

u

du = sin L[ﬁ]ﬂf =sin"[3—\/%]+c

J' 3 dIZI 1 :
V5 —9x? V5—-u”
Contoh 2

2x-9

Selesaikan IW

dx

Penyelesaian

2x—9 du 3 uE x
—_—dx = —=J‘u‘fdu= T +C=2ui4+C=2x2 =9 +1+C
Ve —ox+1 | Vu I

u=+x?—-9x+1

du = (2¢ — N dx

Contoh 3
Selesaikan [(secx + tanx)? dx
Penyelesaian
Untuk menyelesaikan integrasi ini, fungsi harus dikuadratkan terlebih dahulu.
f(secx + tanx)?dx = [sec?x + 2 sec x tan x + tan?x dx
= [sec?x dx +2 [secxtanx dx + [ tan®x dx
= [sec’x dx +2 [secxtanx dx + [ sec’x — 1 dx
=2 [sec’xdx+2 [secxtanxdx — [ 7dx
=2tanx+C; +2secx+C; —x+C;
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=2tanx+2secx—x+C

Contoh 4
i 3x+2
Seiesalkanj"m x

Penyelesaian

3x+2 - X dx
|t =3 gmdx+ 2 5

Misal; u=1—x°
du=-2x dx danx dx = —%du

1
z

dit
Vi

1

3[Zsdx =32 =~2fuZdu

el Bup et Salpg

23
Dan, 2 [ —=— = 2sin"x + C

gt R 2
Sehingga

& i R io—1
BIde— IW1—x2+C, +2sin"'x +C,
Contoh 5
7
Tentukan Jﬁidx
x"—6x+25

Penyelesaian :

—3V1—x2+4+2sin"'x+C

Suatu integran yang penyebutnya berbentuk suatu kuadrat kerap kali dapat dirubah menjadi bentuk

baku setelah melengkapkannya menjadi sebuh kuadrat.

Ingat bahwa x* + hx menjadi suatu kuadrat dengan menambahkan (b/2)?

x“=b6x+25 X —6x+9+16

I
- Tj——{x_3)z 4=y

:ztan"(—x_?’]+6'
4 4

Dalam pikiran, kita gunakan penggantian u = x — 3

Contoh 6
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5
Tentukan _[1 12 =4 dt

2

Penyelesaian :

Andaikan u = ## — 4, dengan demikian du = 2¢; perhatikan bahwa =0 jikat =2 dan u =21 jika

t=15. Jadi,

izqh ~4d ——j(:~-4) (24 di)

:l u''? du
5)

9

=[] =421 ~32,08

Contoh 7
Selesaikan [ sec x dx

Penyelesaian:

secx +tanx
[secx dx = [secx . ————
secx +tanx

_f sec x(secx +tan x)
secx +tanx

J- sec® x +secx tan x
secx +tanx

mis. ¥ = secx +tanx;

=J’i du =In|u| + C = In|secx +tanx|+C

Latihan Soal

Selesaikan integral berikut.

dx xdx
L fx2+4 2. j.}t:5‘+-1-
3. [6zV4+2z2dz 4. [e5Zsinz dz
T4 cosx sina—cosa
3. -'-U 14sin?x 6. f sina
3e?¥ sin(4t—1)
1. f\-’l ezr 8. Il—sin2(4t—1)
t2 cos(t3-2) t2 cos?(t3-2)
% s & 0. | Sy %
v
1. fwdy lZ.IWdy

du
- =secx tanx + seclx
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o3t
; fﬁ dt
dx

1
5. fx3+2x+5

17. [esc(mx — 1) dx

19. [xsec(x?—5) dx

2 Integral Parsial

gZt_p-2t

iy Pl

pityg—2t

1
16. f\f16+6x—x2 dx
18. J-cor(S:lnx) i

zlnx

20. [E= dx

X

Pengintegralan Parsial Integral tak tentu : Ju dv=uv— jv du

b

b

Pengintegralan Parsial Integral Tentu : Iu dv=[w] — jv du

&a

a

Pada integrasi parsial, diperlukan pemilihan u dan dv yang tepat, sehingga bisa diintegralkan.

Contoh 1

Selesaikan [ x cos x dx

Penyelesaian

Sesuaikan bentuk integrasi dalam integral parsial

fxcasxdx :J-udv

Terdapat 4 kemungkinan pemisalan:

1. misalkan & = 1 dan dv = x cos x dx

2. misalkan ¥ = x cos x dan dv = dx

3. misalkan # = cos x dan dv = x dx

4. misalkan u = x dan dv = cos x dx

kemungkinan (1)

tidak dapat dilakukan karena kita tidak dapat menyelesaikan integrasi

kemungkinan (2)

it = X COS X,

dv = x cos x dx

dv =dx

du = (cos x —x sin x) dv, v=[dx=x

sehingga terdapat integral baru

fxcosx dx = x?co

sx—j{xcosx—xzsinx)

dx
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Permasalahan lebih rumit
Kemungkinan (3)
U = COS X dv=xdx
du = sin x dx v = [xdx =%x?

sehingga

1 1 )
J.xcosxdx =§x2c0;x —J‘Exzsmx dx

Permasalahan lebih rumit
Kemungkinan (4)

u=x dv = cos x dx

du = dx v = [cosx dx =sinx
[ xcosxdx =xsinx — [sinx dx =xsinx +cosx +C

Dari keempat kemungkinan hanya kemungkinan (4) yang dapat diselesaikan.

Contoh 2

Tentukan _[ln x dx
|

Penyelesaian :
Kita gunakan penggantian ganda berikut

u=Inx dv =dx
1
du = [—J dx v=1x

Sehingga

j:ln x dx =[x Inx]; —]:xi dx
1

1
=elne—jdx
1

=e—[x]; =e—e+1=1
Contoh 3
Selesaikan [ x e* dx

Penyelesaian

coLIVEWORKSHEETS



Karena fungsi yang diintegralkan adalah perkalian dari dua fungsi transenden maka harus

menggunakan integral parsial

u=x dv=¢" dx

du = dx v =[e¥dx =e*

[xe*dx=xe*— [e*dx=xe* —e*+C
Contoh 4
Selesaikan [ x2 e* dx
Penyelesaian
u=x dv=e"dx

du = 2x dx v = [eXdx =e"

Jx?e* dx.=x?e*—2 [xe*dx
= x%e* — 2(xe* —e*)+C

= x%e* —2xe* +2e* +C

Latihan Soal

1. [xsin (;—c) dx 2. [@cosnd db
3. [t%cost dt 4. [xInx dx

5. [arctany dy 6. f':—: dx

7. [ xcos?xsinx dx 8. [ xsec’x dx
9. [risinrdr 10. [e®cosa da

3 Teknik Integrasi Dari Fungsi Trigonometri

Jenis 1 ; Isin"xdx, jcos”xa’x

Perhatikan pertama apabila n bilangan bulat positif ganjil, gunakan kemudian persamaan sin’x

+cos’x=1.

Untuk n bilangan bulat positif genap, persamaan vang digunakan adalah sudut rangkap atau

setengah sudut, yaitu:

1-cos2x

sinx = dan cos®x =

Contoh 1 (n ganjil).

1+cos2x
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Tentukan _[ sin’ xdx

Penyelesaian :

Isins = J-sin“xsinx dx
= I(l —cos’ x)” sin x dx
— I(] ~2cos” x + cos” x)sinx dx
= -I{l —2cos” x +cos” x)d(cos x)

=—cosx+2co0s’ x—1cos’ x+C
Contoh 2
Tentukan [ cos®x dx
Penyelesaian
[ cos®x dx = [ cos*xcosx dx
= [(1 — sin?x)?cosx dx
= [(1 — 2sin®x + sin*x) cos x dx
= [(1 — 2sin®x + sin*x) d(sin x)
=sinx — %sirﬁx + %sinSx +C
Contoh 3
Tentukan [ sin®x dx

Penyelesaian

2
. 4 __ r{1-cos2x
[ sin*x dx —j(—z ) dx

1-2 cos 2x+cos®2x
= [iteosaricosar
4
1
=~ 1—2cos2x + cos®2x dx
1
4

=fij'1dx—%fc052x dx +éf(l+cos4x)dx

3

8

3 i 1 . i R P
—Ex-;.551n2x+g.151n4x+6

:—fldx—%fcoﬂx dx +%fc0522xdx

= fldx—%fcost dx +éfcos4xdx
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3 O 1,5
=-x—-sin2x +—sin4x + C
8 4 32

Jenis 2 : “-sin'” xcos” x dx

Pilih m atau # bilangan bulat positif, ganjil diubah menggunakan persamaan sin’x + cos’x = 1.

Apabila m dan r keduanya positif genap gunakan rumus setengah sudut untuk mengurangi

derajat integran.
Contoh 4

. 3
Tentukan Jsm xcos™ x dx

Penyelesaian :

jsin3 xcos” xdx= I(l —cos” x)(cos ™ x)(sin x) dx

=_|.|(005'6 x—cos * x) d(cosx)

| (cos x)™ _ (cos x) e
- -8 =

| )
=—s;ec5x—lsecw+(?
5 3

Contoh 5
Selesaikan [ sin®x cos?x dx

Penyelesaian

y 1-cosZx l1+cos2x
[ sin?x cos?x dx = f( . ) ( . ) dx

=1[1-cos?2x dx
4
=%fdx—ifc0522xdx
_1 1 [ 1tcosdx
=g e = [———dx
1

- fdx—éfl + cos 4x dx

T4

1 1 .
=-x—-sindx +C
8 4

Jenis 3 : Itan" xdx, Jcot" xdx

Untuk [ tan™x dx dapat memfaktorkan tan’x = sec’x — 1 atau menggunakan formula berikut.
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1
J‘ tan"x dx = Etan“‘lx - f tan™?xdx

Untuk [ cot™x dx dapat memfaktorkan cot®x = escx — 1
Contoh 6
Tentukan [ tan®x dx

Penyelesaian
| tan®x dx= itarﬁ‘lx — [tan®x dx

= itan“x = Gtanzx — [tanx dx)

— itan"x - %tanzx —In|cosx| + €  ingat [tanx dx = —In|cosx|
Contoh 7

Tentukan Jcot‘1 x dx

Penyelesaian

[eot* x dv = [cot’ x(ese* x—1) d
= J.c:ot2 xese’ xdx —jcot?‘ x dx
=—[cot” x d(cot x) - [ (s’ x—1) dx

=—leot’ x+cotx+x+C

Jenis 4 : jltan"' xsec” x dx, jcot"‘ xcsc” x dx

Menggunakan persamaan tan’x = sec’x — 1 dan cot’x = csc’x — |

Contoh 8 (n genap, m sebarang)

Tentukan _[tan"3"3 xsec’ x dx

Penyelesaian :

jtan"“2 xsec’ x dx = J'(taln'l’3 x)(1+tan” x)sec” x dx
= '[(t!:m'l"2 x)sec’ x dx +"-(tan"'2 x)sec” x dx

=—2tan"*x+2tan’’ x4+ C
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Jenis 5 : -‘.sin MX COS 1IX dx,_"sin MIX SIN 11X dx,-[cosmx COs nx dx
Persamaan yang digunakan adalah

a) sinmx cosnx = i [sin(m + n)x + sin(m — n) x]

b) sinmx sinnx = —% [cos(m + n)x + cos(m — n) x|

c) cosmx COsSnx = %[cos(m + n)x + cos(m — n) x]

Contoh 9

Tentukan _[Sin 2x cos3x dx

Penyelesaian :

Isin 2x cos3x dx = -_1-_[[5'1[1 Sx+sin(—x)] dx
= ﬁj.sin 5x d(5x)— %Isin x dx

=—LcosSx+icosx+C

Latihan Soal

Selesaikan integral berikut.

1. [cos’tdt 2. [sin®tdt

3. [cos”xsin*dx 4. [sin*x cos*xdx
5. [sin4ycos5y dy 6. [cosycos5y dy
7. [cot>udu 8. [tan—3xsec*xdx
9. [8cos*2mtdt 10. [ tan* (f) dx
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