Valor minimo e valor maximo da funcao quadratica

Ao esbocarmos o grafico de uma fungao quadratica f, dada por f(x) = ax? + bx + ¢, con-
sideramos o sinal do coeficiente a para identificar se a concavidade da pardbola sera voltada
para cima ou voltada para baixo.

Utilizando esse esboco, podemaos verificar, entre outras propriedades, que a funcao f tem um
valor minimo ou um valor maximo, que corresponde a ordenada do vértice da parabola.

Nesse caso, se a > 0, a concavidade da parabola é voltada para cima e temos trés situagoes
possiveis para o grafico:

7} yh vh

L R
LS

=]
> |
x|

<=

| #
L

1 |

S
k23
" |

Observe que, nos trés casos, o vértice VV da pardbola é o ponto cuja ordenada é o menor
valor assumido pela funcdo para todo x € D(f), chamado também de ponto de minimo da

A
S é o valor minimo da fungao, que

funcao. A ordenada de V, que pode ser obtida por y, = — 2

b
ocorre quando x,, = S
De maneira andloga, se a <0, a concavidade da parabola é voltada para baixo e temos outras
trés possibilidades para o grafico da fungao:
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Considerando esses trés casos, o vértice V da parabola é o ponto
cuja ordenada € o maior valor assumido pela fungao para todo x & D(f),
chamado também de ponto de maximo da funcdao. A ordenada de V,

A
que pode ser obtida por y, = ———, é o valor maximo da fungao, que

b 4a
ocorre quando x,, = G

uoLIVEWORKSHEETS



Imagem da funcao quadratica

Utilizando as coordenadas do vértice da parabola correspondente ao grafico de uma funcao
quadratica f, podemos determinar o seu conjunto imagem. A

Vimos que quando a > 0, o vertice V € o ponto de minimo da fungao ey, = a € o valor
minimo que a fungao assume, ou seja, € o menor valor de imagem da funcao.

Por outro lado, quando a < 0, o vértice V € o ponto de maximo da funcao e y, = —E €0
valor maximo que a funcao assume, ou seja, € o maior valor de imagem da funcao.

Im(f) —=

yun._

= Quandoa >0, Im(f) = {yERIy =y}

EJ ATIVIDADES RESOLVIDAS

01. Uma empresa calculou que a producao men-
sal de x unidades de um certo produto gera

um lucro mensal, em reais, de 150 — = por
unidade do produto. Responda:

a) Qual é a lei da fungao que representa o
lucro, em reais, em relacao a quantidade de
produtos produzidos por més?

b) Qual é o lucro méximo mensal que essa em-
presa pode ter com a venda desse produto?

Resolucao

a) Para obter a lei dessa funcao, multiplica-
mos a quantidade de produtos produzidos
por més pelo valor correspondente ao

lucro unitario. Assim, temos:
2

X
L) =x- [150—%]:.‘.{1’) = 150x — T
2
A lei da funcao é L(x) = 150x — XT

b) O lucro méaximo mensal é obtido pelo
calculo da ordenada do vértice do grafico
dessa fungao.
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Im(f) —= v g
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= Quandoa < 0, Im(f) = {yeRIy=<y}

A (150)"  —22500

y,=——= =22500
Y da ( 1) -1
4. oy
4
Assim, o lucro maximo mensal é de
R$ 22.500,00.

02. Considere uma fungao quadraticaf:R — R,
definida por f(x) = x* — 3x + 2.
a) Em qual intervalo real essa fungao é
crescente?
b) Determine o conjunto imagem dessa
fungao.

Resolugao

a) Como a > 0, a fungao f é crescente no
intervalo [x,, +2|.
Calculando a abscissa x, do vértice da para-

bola, temos:
b (—3)

B B 3
8 - 2

* 2a 2-1
Logo, a funcao f é crescente no intervalo

i
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b) Para determinar o conjunto imagem da
funcao f, determinamos inicialmente a or-
denada y, do vértice da parabola. Nesse

caso, temos:

A (-3)7-41-2 1
- S
Como a > 0, o grafico de f tem conca-
vidade voltada para cima e y, é o valor
minimo da funcao, como podemos veri-

ficar a seguir.
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Assim, f(x) = —-‘:— para todo x € R.

1
Portanto, Im(f) = {y ERly= _Z}'

03. A figura a seguir mostra a trajetoria aproxi-

mada do salto de uma ra representada pelo
grafico de uma fungao quadratica em um siste-
ma cartesiano. O alcance do salto é de 4 metros
e a altura maxima atingida é de 1 metro.

Yi
1
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Com base nesses dados, determine:

a) as coordenadas do vértice da parabola;

b) a lei da funcao que modela a trajetoria
desse salto.

Resolucao

a) Pelo enunciado, a altura méaxima que a ra
atinge é de 1 metro, ou seja, y, = 1.
Além disso, esse gréfico cruza o eixo x nos
pontos (0, 0) e (4, 0), pontos de partida e de
chegada da ra ao solo respectivamente.

Como o vértice da parabola esta no seu

eixo de simetria, calculamos x, fazendo a

média aritmética das abscissas dos pon-

tos (0, 0) e (4, 0).

X,=——"—=xX,=2
Logo, o vértice da parabola é V(2,1).

b) Como 0 e 4 sao os zeros da funcao, po-
demos escrever a forma fatorada da lei
correspondente:
y=alx —0)x — 4 =y = ax’ — 4ax
Como o ponto V(2, 1) pertence ao gréfico
da funcao, substituimos esses valores na
expressao anterior e determinamos a.

1=a-2’—4-a-2=1=4a—80=aa=—:

Portanto, a lei da funcao éy = _IXJ + x.

04. (EsPCEx-SP) Uma industria produz men-

salmente x lotes de um produto. O valor
mensal resultante da venda deste produto
é V(x) = 3x* — 12x e o custo mensal da pro-
ducao é dado por C(x) = 5x* — 40x — 40.
Sabendo que o lucro é obtido pela diferen-
¢a entre o valor resultante das vendas e o
custo da produgao, entao o numero de lotes
mensais que essa industria deve vender para
obter lucro maximo é igual a

a) 4 lotes. c) 6 lotes. e) 8 lotes.
b) 5 lotes. d) 7 lotes.
Resolugao

Inicialmente, determinamos a expressao do

lucro L(x) dessa industria em funcgao do nu-

mero de lotes x produzidos em um més.

Do enunciado, temos L(x) = Wx) — Clx).

Assim:

Lix) = 3x* — 12x — (55 — 40x — 40)

Lix) = 3»® — 12x — 5 + 40x + 40

Lix) = —2x* + 28x + 40

0 gréfico da funcao correspondente ao lucro

& uma parabola com a concavidade voltada

para baixo, pois a < 0.

Portanto, o numero de lotes mensais que devem

ser produzidos para que a industria obtenha

lucro méaximo é o valor da abscissa x, do vértice.
_b__® _-»_

W g 2B A

Logo, a resposta é a alternativa d.
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01.

03.

Determine o conjunto imagem das fun¢oes
quadraticas definidas a seguir.

a) fix) =32 —2x—1
b) glx) = —2x* +1

Murilo comprou 40 metros de cerca para
fazer um cercado em formato de retangulo
para seu cachorro no quintal de sua moradia.
Ele vai aproveitar uma parede como um lado
do cercado de acordo com a figura a sequir.

parede
PP DT

cerca cerca

cerca

Sabendo que ele vai utilizar toda a cerca
comprada, qual é a drea méxima que esse
cercado podera ter?

(UFJE-MG) Sobre os lados do retangulo ABCD,
de dimensoes 30 cm e 50 cm, marcam-se o0s
pontos M, N, P e Q de forma que a distancia
dos pontos M e N ao vértice A e dos pontos P
e Q ao vértice C sejam iguais a x centimetros.
Veja a figura abaixo:

A<Xe M
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Determine o valor de x de modo que o qua-
drilatero MNPQ tenha area maxima.

(FGV-SP) Um vidraceiro tem um pedago de
espelho, na forma de um triangulo retangulo
cujos lados medem 60 cm, 80 cm e 1m, e quer
recortar um espelho retangular cujo tamanho
seja o maior possivel. Para ganhar tempo, ele
quer que dois dos lados do retangulo estejam
sobre os lados do triangulo. Determine a me-
dida dos lados do retangulo e a sua area.

07.

(FEI-SP) Durante o processo de tratamen-

to, uma pec¢a de metal sofre uma varia-
¢do de temperatura descrita pela funcao
fit)y =2+ 4t — 2,0 <t <5.Em que instante t
a temperatura atinge seu valor maximo?

Considere todos os possiveis retangulos que
possuem perimetro igual a 80 cm. Dentre
esses retangulos, determine aquele que tem
area maxima. Qual é essa érea?

(Fuvest-SP) A dona de uma lanchonete obser-
vou que, vendendo um combo a R$ 10,00, 200
deles sdo vendidos por dia, e que, para cada
reducao de R$ 1,00 nesse preco, ela vende
100 combos a mais. Nessas condi¢oes, qual é
a méaxima arrecadacao diaria que ela espera
obter com a venda desse combo?

a) R$ 2.000,00.
b) RS 3.200,00.
) R$3.600,00.
d) RS 4.000,00.
) R$ 4.800,00.

(UEMG) Suponha que numa fabrica de barras

de chocolate o custo total da producao, em

reais, é dado por C(x) = x> — 20x + 600, em

que x é a quantidade de barras produzidas.

Nesse caso, € CORRETO afirmar que:

a) a produgao de 10 barras € a que proporciona
o custo minimo da produgao.

b) quando sao produzidas 20 barras, o custo
total da producao é de R$ 400,00.

¢) ocusto maximo da producao é de R$600,00.
d) o custo minimo da produgao é de RS 650,00.

(UEG-GO) O lucro de uma empresa é dado pela
relacioR=L + C,emque Léolucro,Ré a
receita e C é o custo de produgao. Numa em-
presa que produziu x unidades de um produto,
verificou-se que C(x) = 2x* + 2 500x + 3 000
e R(x) = x?* + 7 500x + 3000.

a) Esboce o grafico da funcao L.

b) Quantas unidades essa empresa deve pro-
duzir para obter o maior lucro possivel?
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