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Se.nsope'rcepaon

Lim f ‘) L Limite por la izquierda: x — a”
oo - v
Limite cuonde x de oo Limite por la derecha: x — a
F de ecuocidn de s
= = 2 ‘? = 3
< Limites = < Concepto clave: El Conjugado (D
@ En matemdticas un limite describe ol wolor al que se oacerca - Lo idea es eliminar la raiz del numerador o denominader
una funcién a medida que la variable independiente(x) usando lo. diferencia de cuadrades:
se oproxima o un punte determinado, sin necesidad de llegar . T L : ) AL
a tocar ese punto. Es bosicomente el estudio de la tendencia | A farly = a7 —b siempee positive. | |
de una &'M'M 5 e :s_l __________ - Si tienes Yx -a el mﬂ_}usndn serd: X +a
i-—l-n:a f{x] =-1 | | (Vx-a) (Wx+e) = (VX)' - (a) = x - @'
El lmite de f(x) cuande x tiende a a es igual Pasos para resolver el limite rztf

o e

'.j::i Evaluar y sustituir para encontrar la. indeterminacidn.

5 i - Y E F
oy H s - ) 2) Multiplicar por el con o.
v Propted.o.des principales %‘* 2 P po jugad

@ Estos reglos permiten resolver limites complejos de forma & Simplificar oplicands la diferencia de. cuadrades.

sencilla. '@\ Cancelor términos.
1. Suma y Restn El limite de uno suma es la suma de los Limites. (5) Sustituir de nuewo y encontrar el valor final.
L \ == fa
Lim [56e) ¢ st1] = m f) & Lim gl ¥ Ejemplos %
2 ot Otre ejempla con indeterminacide:
mple inicial: o
2. Producto: El linte de un producto es el producto de los linites 0 Npe i o =
P Lim
2 L]m RS x-sdh x -4
L.m [f{x . 5(&}] Lim f(x) - Lim g(x) x=7 x=-3
x—a x—a Xire i & 5 " @ Sustituimos x=4: \’E“z : ,g_ e
J stituimes x = 7 o
3. Cociente: El Limite de una divisign es lo divisign de los limites i )
2) Multipli | conjugade Vx + 2:
siempre y cuando el denominador no sea 0. f7-3 e b 0 Amgbeinson ot ol ) o
. 7=-5 § (Wx=2}{yx+2) = x-4
Lim F(x) = Lim f(x) E No es mdeterminacicn. (x-4)(Ix+2) (x-4)(Ix+2)
x—a gix) Lim gux) 15" L e 1
b | i @ Simplificomos: =
(Lim 9(“) 5 0} ! 'n‘:;' (_j.:' Por lo tonto, el Lmite es: x+2
@ Sustitwimes x=4: = 1 . 1 _|1
Olew i ‘vz 202 |4 igp

" Limites Laterales 7

@ Los limites laterales son wna herramignta Ffundamental
en el cdleulo pars entender el comportamiento de una
Funcign f{x). cuande la variable X s¢ aproxima a

Usos para resolver el limite QQ

4. Constante: El limite de un nimero r-'jo €5 €5 mMiSMO NUMEero.

B

un volor especifico desde uno direccidn determinada Lim*k's" kil (k es constante)
(ya sea por la izquierda o la derecha). X=sa Puede socar la k.
Definicidn y notacidn (7 5. Multiplicacion por constante: Puede sacar la constante k que

multiplican o lo funcidn fuera de los limites,

F koK La) - Lim f(x)

X—=a

@ Para que  un limite exista en wn punto, debemos
onolizar qué sucede cuonde nos acercamos por

los des lades.

Limite por la izquicrda i . Potercia y rafzi El lmite de wna potencia es la potencia
& S¢ denota con un signe () come un superindice. del limite.
Representa ol valor que se acerca la funcidn cuande -

"“—\-4-..:4'.1_.4«
o~

tomomos valores de x ligeramente menores de a: alfa. \ Lim [f\x)ln = [Li;n. ffx)]n (n enters)
A X —sdl X—sa
Lim . o= Fix) "
X —-Q

Limite por la derecha %

® Se dencta con un signe (+) como un superindice.
Representa ol walor que se acerca la funcidn cuando
tomamos wvalores de x ligeramente mayores de a: alfa.

Lim Vf\"] = VLIN; fux) (n impar)

X—=a

Li ~

Sercai LT fix)
z Resolucid

1 3 esolucion:

Pregunta de practica -0 o

@ Sustibuimos x = -2: V242 o @ Simplificamos: + _x=4 e "
e i =22 —-:EIH.--_.&-.. (x+2)(x=2) 2 "
1. Calecula el siguiente limite: @ Wi pcmas por o -congugnler f T = 21

= Ix=2 (poraue x = 4 = (x+2)(x-2) A {

Lim Vx+2 WEsDWE-2)  _ x-4
‘ Leit2) 0 =2) ~Grsal il =2) @) Sustituimos %2 -2: , yZT-2 -3-2 —4
~¥=2 -4 -4

x=»=-2 X+ 2

a) 0 B 3 & -% d) 1

Recuerda: La racionalizacidn es nuestra mejor nlmdo. para. elimi ices g0
' resolver limites con indeterminacidn a— rﬁr tiVEWRKSH ETS




. L SenSOPGrSCPCién Q

Lim f(1e1)

|_{mite con valor absoluto

Evaluar o que valor se aproxima a un valor (funcidn)
cuando x tiende a un punto, manejando la magnitud

sin importar el signo (distancia al OJ). Su concepto clave es
definir el valor “absoluto” como una funcién a trozos, escribiendo

Ix-al como x-a (six2a) o -(x-a) (si x<a)

Definicién de valor absoluto.- Representa la distancia a O:
I =% 51 X 20 3 Y bl sk 8 ixi<€iD,

Indeterminacidn:= A menudo, estos limites producen formas

indeterminadas Ejemplo, (%), requiriendo analizar los
limites laterales. g

L imites loterales: Debido a que la definicion cambia de signo,
se debe calcular los limites por la izquierda (x—=>a) y por la
derecha (x—> a). Q

Existencia de |imites: El |imite general existe si y solo si los
limites laterales son iguules.

. + >0
Ejemplot Beit

x=3 (x=3)
x-3 (x<3)

4 Pregun’c_a de _Prdc’éicc_l Q?J =

— R — ———— ’

1. Calcula el siguiente limite: ‘@—
Lim |x+2]|

X—= -2

Q)4 b) -2 c) O d) 2 |

£

’£ Recuerda: El valor absoluto mide la distancia a O, b
por eso siempre es positivo o O. y

— e "EBLWE/W RKSHEETS




Ejemplo inicial:

V% - 3
x=-3

Lim
xX=7

@ Para resolver limites que involucron raices, especialmente
: W 0 i
cuande resultan en la indeterminacién o + el método
mas efectivo es la racionalizacién.

@

la raiz del

Concepto clave: El Conjugado.

- La idea es eliminar numerador ©

denominador usande la diferencia de cuadrados:
(a-b) (a+b) = - gt
- Si tienes Vx - a el conjugado serd: Vx +a
(Vx-a) (Vx+a) (v'_x)i—{a.}z:x—a.?'

Pasos para resolver el limite.

1.~ Evaluar y sustituir para encontrar la indeterminacién,
2.- Multiplicar por el conjugade.

3.~ Simplificar aplicando la diferencia de cuadrades,

4 - Cancelar términos.

5.- Sustituir de nuevo y encontrar el wvalor final.

Casos para resolver el |imite.

@ Sustitucidn directa. 5i hay indeterminacién,
o factoriza y sustituir otra vez,

simplifica

© Factorizacidn. Simplifica la expresién antes de sustituir.
o Racionalizacion. Multiplica por el conjugado si hay raices.
@ Simplificacién. Cancela factores comunes,
© Sustitucidn final. Sus‘titu.lde nuevamente para obtener el
valor del limite.
Limites laterales
© Los limites laterales son una herramienta fundamental

en el cdlculo para entender el comportamiento de una
f(x) cuando la wvariable x se aproxima a
un valor especifico a desde wna direccién determinada
(ya sea por la izquierda o la derecha)

funcién

Definicidn y notacién.

® Para que wun limite exista en un punto, debemos

analizar qué sucede cuande nos acercamos per les
dos lades.
Limite por la L.?_qulel'd(J.

® Se denota con wun signo {-) como wun superindice.
Reprgunta el wvaler que se acerca
tomamos volores de

la funcidn cuando

x ligeramente menores de a.
lim £(x)
X -.a
Prequnta de préctica ©@
? 1. Caleula el siguiente limite:
® lim Vvx + 2
x—*-2 X+ 2
Racionalizamos multiplicande por el wniusado (v_x-—lji
PORE s s s RN 1 A
X==-2 x+2 V-2 x==2 (x+2)(vx-2)
.. t X -4 - l.lﬂ'l ':x+2_}_£x—2)
x--?. (x+2)(vx - 2) x=-2 (x+2)(vx-2)
o e s R
x=-2 Vx-2 v=2 -2 -2-12
Respues‘ta correcta: d) 1 ] © 4 @}x

” Recuerda:
y resolver limites con indeterminacidn

Sensopercepcion «
- Limites con racionalizacién®

La racionalizacién es nuestra mejor aliada

_L imites

En matematicas un limite describe al valor
al que se acerca una funcidn a medida
que la wvariable independiente se
aproxima a un punte determinado sin
| necesidad de llegar a tocar ese punto.
| Es bdsicamente el estudio de la tendencia
de una funcién se expresa asi:
lim f(x)=L
X—sa
El limite de f(x) cuando x tiende a a
es igual a L.

(")
PO
Propiedades principales.

© Estas reglas permiten resolver limites

complejos de forma sencilla.

1.- Suma Y Resta: El limite de una suma
es lo suma de los limites
lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

2.- Producto: El limite de un producto
es el producte de los Iimites

lim [f(x) - gfx}] = lim f(x) - lim g(x)
3.- Cociente: El limite

es la divisisn de los
y cuando el denominader no
g(x) lim g(x)

de una
limites

divisidn
siempre
sea 0.

9{1) # 0 (I
oy

o Se denata con un signo (+) come un superindice,
Representa el wvalor que se acerca la funcién cuando
tomamos wvalores de x liﬁerﬁmzn‘te mayores de a.

lim f(x)

x=a*

lim

Limite por la derecha

Limite bilateral
El limite bilateral existe si

@ los limites laterales
son iaunle_s.
lim f(x)=L si lim f{x) = lim f(x)=
X—a X—=a~ X—+a*

E_Jempl_c :r;ica resuelto

lim ¥X-3 Qg
x=7 x-3 &
Racionalizames multiplicande por el conjugado (Vx+3): Al
lim ¥E=3 WK€d (\)l)‘——ﬂr: }ﬁ
x=+7 X-3 vE+3 x=7 (x-3)(vx +3) "\1_._.
x-9 (x-3)(x+3) f\

3 xll-o‘! (x-3)(vx+3)

X (x—s)csma) '
- e XX o ¥R A0 }Q
x=+7 VYx+3 V7 +3 \u?+3

Racionalizames de ruevo!

10 A¥-3  100/7-3) _ 10(7-3) _ &5 -3)
\uuf+3 v7-3 -9 -2 d
= =57 +15
Respuesta final: —5V7 +15 V)

L

para eliminar raices

o

oeLIVEWORKSHEETS
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Limites con raices <

Ejemplo inicial: s

x=-3

Lim
x=7
@ Pora resolver limites que involucran rafces especialmente
cuando resultan en la indeterminacién -, ol método
mds efective es la racionalizacién,

Concepto clave: El Conjugade.

- La idea es ehminar la raiz del numerader o
denominador usande la diferencia de cuadrados:

{(a-b) (a+b) = a* - b*

siempre  poasitive
- 5i tienes Vx-o el conjugade serd: Jx +a
(Vx=a) (Yx=a) = (¥x)'-(a) = x-a’

Pasos para resolver el limite.

1~ Evaluor y sustituir para encontrar la indeterminacion.
1.- Multiplicar por &l conjugade.

3.- Simplificar aplicando la diferencia de cuadrades.
.- Cancelor términes,

5.- Sustituir de nuevo y encontrar el valor final.

Ejemplo: Otres gjemple con indeterminscdn:
um -3 by, ¥2-2
N x=3 X x-4

M) Sustituimes = = &
VIR D
=y 0

@ Multiplicames por ¢ conjugade Vi + 21

W) Sustituimos x = T:

VT-3 _ @9 _
-3 4

(¥ -2)(¥= +2) i -8
@ Por lo tanto, el Emite es: [x=a)ifae2) (x-u)lfm-2)
o] ST T |
l0| © Sose Viez
@) Sustituimos m =%z 8 1 4
a2 z A
v
'Prcguntn de prdctica @
1. Caleulo siguiente limite \ :
Lim |x+2]
=2
a) =& by -2 c) 0 d) 2

& Resolucién: Al ocercarse x o =2, tenemos |0 = O,
Rt-.spunsfﬂ correcta: ¢) O

 Liwites loterales ;

Los limites laterales son una herramienta fundamental
en el cdlculo para entender el comportamiento de una
funcidn f‘l)_ cuando la variable x ie aproxima a
un valor especifico, desde una direccisn determinada
{50 sea por la izquievan o la derecha).

Definicién y notacién

Para que wun limite exista en un punto, debemos
analizar que sucede cuande nes acercamos per los
dos lades,

Limite por la izquierda

Se derota con un signo (=) como un superindice.
Representa el walor que se acerca la funcién cuande
tomamos walores de x, ligeramente menores de

W)l | )

==’

Recuerda:

Comprender y dominar estos conceptos resolver
variedad de Kmites y problemas en cdleulo de manera mds eficiente m

" Sensopercepcién "

% . . . e
Limites con racionalizacién 2

Ej inicial : i
jempla inic Wi S =3
x—+7F x=3
@ Pora resolver limites que involucran raices especialment

3 ... \, ’
Limites con logan’cmos -
Limites con logaritmos.

= Los limites con Iasa.rdm &5 un Caso lsper_inl que
combina sus propiedades y conocer dos limites

bkl
r

cuando resultan en la indeterminacién %.. el método
més efective es la racionalizacién.

Concepto clave: El Conjugada.

- La idéa €3 eliminar la raiz  del Aumerador o
dencminader usando la diferencia de cuadrades:
(a-b) (a+h) = a*-b* siempre positive

- Si tienes Jx-a el conjugade serd: Vx+a
() (Hra) = (Y=l =a-a

Pasos para resolver el limite.

1.~ Evaluar y sustituir para encontrar la indeterminacién.
2,- Multiplicar por el conjugede.

3.« Simplificar apliconde lo diferencia de cuadrados,

4.- Cancelar términos.

5.~ Sustituir de nuevo y encontrar el valor final,

' Ejemplo: Otro ejemplo con indeterminacién
i YE-3 e E=2
x—7F x=3 x - x-4

D Sustituimes x + 4
) Sustituimes x = T:

-2 = L =+ Jrdetermingdn
vi-3 o =45 00 .
Fs C 8
s (@ Mustighcames por ¢l conpegoda VK =2
(-2} +2) x=8
@ Por o tartn, o Boité e (x-ah(fx=2) (x-2)Vx-2)
@ s e 1]
(o] o S o o
@ Sabibuimes w1t 1 1
Gz 2 A
v
1, Caleula el siguiente limite:
lim, JEe2
K= x»2
a) 0 b) % ¢) -—;- d) 1
" Resolucién:
1 Subuimes = e=2; g 2 % — Titltoiinacich,

z

2
B Muisiplicamos por e conjugods Jx - 2:

Geselvrd) | xed
{ue2)(va-2) ()™ =2)
. . 1
B Simpficames: =l
: o b gl
® Swtituine x--2: y=1=2 ~2=2 -

Respuesta correcta: ¢) - §

Limites laterales y notables % :

Limite por la derecha

Se demsta eon un signe (+) como un nupu-i'néice.
Representa el valor que se acerca la funcidn cuando

Ejemplo
Sea fx) m L y evaluemos los Emites laterales en @« 2

- Lim#e por la isquierda

i T
Lt RN
- Limite por la deracha
E 1 1 1
U = =3 =3z

Como ambos limites loterales sen iquales, o limite
genaral tambidn existe

G L - L
Pl e 2

te permitird

Pmpltddu de los logaritmes:

log,n.rihno de wn Prc;;‘:n(_t-cn:
|osh(x-3} = lpshx * l°3|.‘_-l
ngur:tmn de un cociente:
logy 5 = logyx ~ logs y
Lognr'ltm de una potencia:
log, x™ = nlog, x
Grafica y limites de logaritmos

Es fundamental saber cémo se comperta lo funcién
hﬁnrﬂ'lniu: natural (lntx]) en sus extremes,
para ndmeras mayores que O (x20)

- Cuands x tiende a 0* —
- Cunndo = btende a = — In(x) - =
Nota: Crece lentamente pero va al infinito.

ln{x) = -

* Cuands x tiende a O por la derecha Lim In{x)= -0
x—0"

Nota: se pega al e y y hacia abajo.
Notables con lnannhnns
Cuande te encuentras con indeterminaciones :l:"'

sigue los siguientes pasos, serd aplicar cualquiera
de sus propiedades:
L'ln'l In{1+x)
x=0 ®
Pasas para resclver
1= Caleulamos la indeterminacién.
2- Apl A de sus propiedad
en ura funcién continua.

3= Identificamos el volor del limite y lo resclvemos,
1 Ejemplo

-1

by 00, bty 0

x=1 x-1 1-1 o]

life %L In{x) S 1 =4
x=1 x=1 x x=1 x-1 i-1
Respuesta: 1

imites notables

Cuando te encuentras con indeterminaciones x |,
puedes aplicar cualquiera de estos Umites notables:

Lirmites motables:

Inll=x)
b glimasmeesin
2 lim ==L -
® =0 x
3 lim 9% _ g
]

4, lim

Donde €= 271828 (ndmers de Euler)

.Ejlrnpﬂ

G Dol 4 (e i d) @
-0 x

lin-a Lo ( Limite notable 2 )

P x

una gran
|

ORKSHEETS



%~ Sensopercepcion’

+ Ci-‘> Induccién a la Derivada i“i’

|

oQué es una derivada?

La derivada es una herramienta matemdtica
que permite medir la rapidez con la que
cambia una funcién respecto a una variable.
Se utiliza para analizar el crecimiento,
decrecimiento y comportamiento de una

funcién. @

Definicién intuitiva Qo A

Si una funcién cambia cuande
la variable x cambia, la
derivada indica qué tan rdpido
ocurre ese cambio,

| 4

(x+h, f(x+h))

(x, f(x))

Interpretacion geométrica (v

La derivada de una funcién en
un punto corresponde a la
pendiente de la recta tangente
a la curva en ese punto.

Concepto clave: Razén de cambio Q9

La derivada representa la tasa de cambio
instantdnea de una funcién en un punto

determinado.

Por ejemplo:

@ Velocidad de un automévil.
¥ Crecimiento de una planta.
¥ Cambio de temperatura con el tiempo.

Notacién de la derivada Qo
Se Puede. represen{o.r de

varias formas:

e ————

Pendiente = f '(x)

Férmula de la derivada &

La definicién formal es:

Flcth) - £(x) |

Esta expresién permite calculo.r

la derivade mediante limites. 9

Pasos para comprender una derivada 2
Identificar la funcién.

Analizar cémo cambia la variable.
Aplicar la definicién de derivada.
Simplificar la expresion.

Inl:e.rPre‘l:a.r el resultado obtenido.

@eeens

Aplicaciones de las derivadas

Movimiento de wvehiculos.
Crecimiento Poblo.r.imal,
Economia y finanzas.

Fisica y ciencias naturales.

€ € € € <€

Insenier ia y f.et;nolosl' a.

x-———
W
x

| €

|

|«

P =

I

!

i

I

|

\

Importancia de las derivadas

@ Permiten calculor velocidades instantdneas. 1\ | 7

¥ Agyudan a encontrar mdximos y minimos. ™

W Se utilizan en fisica, economia, ingenieria
3
y muchas otras dreas.

%@ Describen cémo cambian las cantidades
en el 'I:iempo.

Ejemplo sencillo &

Best :
T f(x) = x:’. %E

sto signiﬂm que
Su derivada es:

fl(x) = 2x

la pendiente cambia
dependiendo del

Vﬂlo'l' d& x.

‘J
4 Recuerda ¢ ¢

La derivada mide el cambio instantdnes de una funcién.

Estd relacionada con la pendiente de una
recta tangente.

Se obtiene a partir del concepto de limite.

Es una de las herramientas mas impur‘tnnft.s
del cdlculo diferencial.

© . . GLIVEWORKSHEETS




