g | .
Coo NOMBRE: :
I Samantha Molina &

+  J=1\ 9 MATERIA:

wla |/ O \ 9 LICENCIADO:

Tupac Vallejo

soLIVEWORKSHEETS



Sensope’rcepciﬁén .

(;i' L.xm 6 JC ‘)

ad .
%;’.-” L.rﬁi*& cuande x de oo
F de

ecuacién de s

< Limites =

@ En matemdticas un limite describe ol walor ol que se acerca
una funcidn a medida que la voriable independiente(x)
s¢ aproxima o un punto determinado, sin necesidod de llegar
o tocar ese punto. Es bosicamente el estudic de la tendencia
de una funcidn se expresa s’

Lirn { —

ik f;x) = L
El Lmite de F(u} cuando x tlende o a es iqual
o L.

> = S
@ Estas reglos permiten resolver [imites complejos de forma
sencilla,

1 Suma ¥ Resta: El limite de una suma es la suma de los Iimites.

Lim f‘{:) + Lirn glx)

Lim [fl,x} + gixj] =
x—wd
2 Producto: El limite de un producto es el pmdu.r.to de los limites.
Lim [f(x) « alx)] Lim fix) l.m glx) l
Kema ET-3 sl
3. Cociente: El limite de una divisidn es la divisidn de los limites
siempre y cuando el denominader no sea 0.
Lim fl)  _ Lim f(0) ;
x—a gix) Lim gux) |
x=s0 i

(Lim g(x) # Q)

Iy .
> -, . b,

" Limites Laterales

@ Los Umites laterales som wna herramienta fundamental
en el cdlewls pora entender el comportomiente de una
funcién f{x), cuende la variable x s aproxima o
un valor especifico desde una direccidn determinada
(ya sea por la izquerda o la derecha).

Definicidn y notacidn 7
o Para gque un Lmile exista en un punts, debemos

analizar gué sucede cuands nas acercamos  por
los dos lados, !

Limite por la izquierda R :
® Se¢ dencta con un signe (=) come un superindice.

Representa ol valor gue se acerca la funcidn cuanda
tomameos wvalores de x ligeramente menores de @ alfa

"E_:f;"‘

™

£V

]

,.1*

L

L L P s

Lm = f(x)
X —+ a
Limite por la derecha %

wl E L

® 5¢ dencta con un signo (+) como un superindice.
Representa ol valor gue se ocerca lo funcidn cusnde
tomameos valores de x ligeramente mayores de a: olfa.
Lim sy
x‘—o L fix)

Resolucidn:

@  Pregunta de prdctica ()

1. Caleula el sisl.nq_nlz limite:

(13 Sustibuimos o = —2:

{g—) Multiplicamas por el conjugade x -2

[ires Jx+2 Wes2)(E-2)
i p—— e+ ) lw-2)

x=-2 x+2
a) 0 o) -;:

=
%

Limite por la izquierda: x — a’

Limite por la derecha: x — a’

7 Concepto clave: El Conjugade ()

= Lo idea es eliminar la rafz del numerador o denominador
usando la diféerencia de cuadrados:

:‘. (e = b) (n-*h]:a'—h‘

siempre positive
- Si tienes Yx —a el conjugado serd: Vx +a
(=) (F+0) = (5 - (@) = x—0

iLD Evaluar y sustituir poro encentrar la indeterminacicn.

Pasos para resolver el limite

(2) Multiplicar por el conjugado.
3 Simplificar aplicando la diferencia de cundrados.
#) Cancelor términos.

J\EJ Sustituir de nuevo y encontrar el valer final.

¥ Ejemplos

Otro gjgmpla con ndeterminacidn:

. Ej&mpl-n inicial:

Lim ‘r—_;
Lim yx-3 =t x -4
x=T xX=3

@ Susttuimes x=4: ¥4-2 _ B
L | (4]

—# falstor=emn,

@ Sustituimes x= T:

fie oo
7=% %

(@) Multiplicames por al conjugade ¥ + 21

(Vx -2) (4% +2)
(x-4)(x+2)

4 x — 4
(x-a)(Vx+2)

No es indetermiraciin,

@ Simpl'.rmmsz = i

(D) Por lo tanto, €l limite es: V2
: @ Sustitumos = =4#: - ! s 1 = 3
0 U Ja+2 242 4+ @9

Usos para resolver el limite (‘Q

l‘. Constante: El limite de un nimere fijo es ese misme nlmero.

Limt k*="k (k

x==a

[ :.unﬂar\t:]

Puede sacar la k.

5. Multiplicacidn por comstante: Puede sacar la constante k que
multiplican o la funcidn fuera de los limites.

.ll'":. k:flx) = k ;!E;”l flx)

6. Potencia y ralz:
del  Limite.

El limite de una potencia es la potencia

Lim [f\x]]n = [_Lir:'\ f{x}]n (n enters)
Lim YFx) = Ylim fix)  (n impar)
x—sa xX—a

i2+2 0 . T R, -4
1e2 8 Ay PR wem

o Laber——s

= Vx -1 (porque x-4 = (!'l}ix-ll,-r\!

&
225 -2 -4

-2-2 -4 -5

x-4

RCeey ) Sustituimas x = =2

-3 [di

' Recuerda: La racienalizacion es ruestra mejor aliada
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Lim f(1e1)
D Cﬁ%

| {imite con valor absoluto

Evaluar o que valor se aproxima a un valor (funcién)

cuando x tiende a un punto, manejando la magnitud

sin importar el signo (distancia al 0). Su concepto clave es
definir el valor “absoluto” como una funcién a trozos, escribiendo
|Ix-al como x-a (six2a) o -(x-a) (si x<a) |

Definicion de valor absoluto.- Represenh la distancia a O:
el =% - & % =0 s ek & Lyia,

Indeterminacién:- A menudo, estos limites producen formas |

indeterminadas Ejemplo, (%), requiriendo analizar los
limites laterales. |

L imites laterales: Debido a que la definicion cambia de signo,
se debe calcular los limites por la izquierda (x—a) y por la E
derecha (x— a).

Existencia de |imites: El |imite general existe si y solo si los
limites loterales son igua\es.

Ejemplo: t z%
Lim  |x-3| x-3 (x>3)
X3 x-3 (x<3)

—_— r’

Pregun’to. de pro.c:‘nc.a Q?M S

1. Calcula el siguiente limite:
Lim |x+2]|
X=> -2
a) -4 b) -2 c) O d) 2

@ Recuerda: El valor absoluto mide la distancia a 0
por eso slempre es positivo o 0. )
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o Sensopercepcion v
%’k - Limites con racionalizacion= ¢

Ejemplo inicial:
Lim _\fi

x—=7 x-3

Limites
@ En matemdticas un limite describe al valor

ol que se acerca una funcién a medida
que la variable independiente se

@ Para resolver limites que involucran raices, especialmente aproxima a un punto determinado sin
cuando resultan en la indeterminacion g- , el métado necesidad de llegor a tocar ese P""“t?-
s Teteetin: e o arlonalG anlin . Es bdsicamente el estudio de la tendencia

de una funcidn se expresa asi:

Concepto clave: El Conjugado. @ Ji_r;na fx) =L

-~ Lo idea es eliminar la rafz del rnumerador o El limite de fix) cuando x tiende a a
denominader usande la diferencia de cuadrados: es igual a L.

(a-b) (a+b) = a* - b?

- Si tienes Vx - a el conjugado serd: Vx+a

© Estas reglas permiten resolver Llimites
(Vx-a) (Vx+a) = (vx) = (a)*=x=-a* mmpleio:sde ?e ey

Propiedn.des principnles.

Pasos para resolver el limite. 1.- Suma y Resta: El limite de wia suma
1.~ Evaluar y sustituir para encontrar la indeterminacidn. es la suma de los limites

2.~ Multiplicar por el conjugado. lim [f(:} * g{x}] = lim f(x) + lim q(x)
3- SimpliFimr aplicando la diferencia de cuadrados.

4 -~ Cancelar términos. 4.~ Producto: El limite de un producto
5.- Sustituir de nueve y encentrar el valor final. es el producte de los  limites

lim [F{x) . g{x)] = lim f(x) - lim g(x)
C | L limite.
Ay e 3.~ Cociente: El limite de una divisién

es la divisién de los limites siempre

o Sustitucién directa. Si hay indeterminacidn, simplifica
o factoriza Y sustituir otra vez.

y cuonde el demominador no sea O. '{J ¥y

© Foctorizacidn. Simplifica la expresisn antes de sustituir. =
© Racionalizacién. Multiplica por el conjugade si hoy raices. lim f£x) _ lim x) gix) #+ 0 (s
o Simplificacion. Cancela factores comunes. g(x) lim g(x) ﬁ

® Sustitucidn final. Sus{iiuae ruevamente para obtener el

valor del limite,

Limite por la derecha

@ S5e denota con un signo (+) coma un superindice.
Representa el valor que se acerca la funcién cuando
tomamos valores de x ligeramente mayores de a.

Limites laterales

® Los limites laterales son una herramienta  fundamental
en el cdlculo para entender el comportamiente de una
funcidn f(x) cuande la variable x se aproxima  a

un  valor espe:éfico o desde wuna direccién determinada Ji_:'l, 'F{x}

(ya sea por la izquierda o la derecha.)

Definicidn y notocidn. Limite bilateral
® Para que wun limite exista en un punto, debemos © El limite bilateral existe si los limites laterales
analizar qué sucede cuande nos acercames per los son '-guules.

dos lados.

lim fix)=L s lim f(x)= lim f(x)=L

Limite por la izquierda ®=s o P x-+a*

@ 5S¢ denota con wun Eiamb C"} Como  un swpcrindic.e.
Representa el walor que se acerca la funcidn cuando
tomamos valores de x ligeramente menores de a.

E_jgmpin inicial resueli:n

i lim Vx-3 R
atll-l-“n' :F{x) X7 x=-3 -
Pl'egu.nfa s prdctiz:o.Q? Racionalizameos multiplicands por el conjugado (V= + 3): A
- a
lim YX=3 wx+3d _ (vx)' -3° al 4
1. Coleula el iisuitnh. limite : e Py = i (m:—ﬁjtyioj; ol
o limy vx +2 |_ g
i e .l —22% o e AE=RE3) GO
Rocionalizamas multiplicande por el conjugado (v¥-2): 247 (x-3)(v¥+3) x=7 (x=-3)(Vx +3) - 3
Lim NEak X2 g Y - e ERE - s g -l
x==-2 x+3 g ] x=-2 (x+2){¥% -2) %=7 VX 4+3 Vi +3 vi+3d
Racionalizames de nueva:
e N . . S e I x+2)(x-2) o
k=23 (xeeili®=3) gk ellism=10) 10 f7-3 _ 1007-3) _ 00T | _sv7-3)
Vied +7-3 T-9 -2
=l E=A  =Ecd L =8y
x=-2 x =12 v=2 —2 -2-2 ) = =57 + 15
Respuesta correcta: | d) 1 | @ A= Respuesta final: —5v7 +15 Q

W
' Recuerda: La racionalizacién es nuestra mejor aliada para eliminar roices

y resolver limites con_ indeterminacién ssLIVEWORKSHEETS
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o 4 & '
Limites con raices =

Ejemplo inizial: Jii=3

x=3

Lim
x=7

Ll A

@ Pora resclver limites que involucran roices asg
cuande resultan en lo dﬁmh-—-—-.d método
mds cfective es la rocionolizacidn,

Concepto clave: El Conjugods.

- La idea es elminar la roiz  del rumerader o
denominader usands la  diferencia de cundrados:

{a-b)la+b) = a* - b"

bmpre  positive
= 5i tienes Yx-a el Lﬂ!lqﬂ: serd
(Vx=a) (Yx=a) = (V=)' (a)' =

.Fumwtmrlilbﬂl.
I.-Ew,mrmmhnﬂm&.
2.- Mulliplicar por ¢l conjugado,

3 - Simplificor aplicando la diferencia de cuadrados.

& = Cancalar bérminas

5 - Sustituic de nueve y encontrar &l valor final.

VX +a

Ejermplo: Ore gjempls con ndelermineidn
Lim Vo -3 Lim ¥ -3
- %=1 e x4

W Sustitiemes = = T:

Jq -1 [+] .
-3 .0 .q LT
F-3 4
+ ublBininbaiin: @ Mubtiphicsmos por ol congugeds Jie 2!
(W =2) (- 2) Wk
13 Por lo #ants, el limite s: (x-)}we2)  (x-s)ivae2)
ol @ Siopifiamens o =1
0_4 © VE+2
| ) Sutitaimen no 9z 4 e e &
JRe2 Ji‘ L
L J
i Colcula el siguiente limite: S
Lim [x+2|
Es=F
a) -4 b) - e} O d) 2

&\ Resohscién: Al acercarse = o =2, tenemos [0 = O

Rlipulih correcta: c) O
ﬁg :‘\

Limites laterales
Los lmites | les son una her . Fund tal
en el cilculs parn entender ol portamients de una

funcidn f (x), cuando la warichle x se aproxima a
wn valor especifico, desde una direccin detorminads
{ya sea por la izquierda o la derecha).

Definicién y notacién
Para que un limite exista en un punts, debemos

analizor qua sucede cuando mes acercamos por los
dos lades.

Limite por la iwquierda

Wdﬂrwammhhﬁhm
fomamos valores de x, ligeramente menores de

a (x=—=a’) ’Ei:nn_ Flx)

Recuerda:  Comprender y o
Mﬁltmgyﬁmmﬁkuhﬁmmtﬁ:m"

, - . . - ’
Limites con racionalizacion 2
Ejemplo inicial: Vx-3
x=3

Lim
x—=7

'Pwnm1hh:“mrmm
Mrﬁdhnmhurﬁbsm
di aFibiie ok b -rocionel

Coneeptn clave: El Conjugads.

= La idea es eliminar la  roiz  del Pumerador o
denominador usando lo diferencla de cuadrades:

la=b) (ashk) = a* - b*

sempre positive
- 5 tisres Yx-a el conugade serd: Yx+a
{Ve-a) (Ve+a) = (V=)= (a)' =

Mpﬂum&lwd livite

1= Evaluar y sustibulr pars encordrar la indeterminacién,
2= Multiplicar por el conjug
3~ Simplificar aplicando la diferencia de cuadrados
4= Cancelar términos.

5.~ Sustituir de nuevo y encentror el valor final.

o

 Ejemplo: Dbrs ajemple can indeberminaciin
i A2 lim YX-2
=T x-13 ] X =8

W Sastuimes x = 4

E-2 e
Ji-3 0o e R
== 20
=3 4
- Gl @ Mitiplicamm por @ compgeda Vi =2
[ -2) iz +2) x4
B Ror ks Santo, d Emits e (x=a){x=2]  (x=s)lWa-2)

o] @ Soptan: » -
o) © Fa
A e 00
wex 38
v
Prequnta de practica @
1 Caleula o siguiente Emite:
lim dxa2
x==2 x+2
a) 0 by 4 P | dy1
Z 2
ﬂlnluccén
1 Sentituimss w = =2 i:_i!::'u"' - -E = Lodnhrrmncdin
B Mutighcameon por el conjugnde i =2

(s = 2] (¥ - 2) d -4
(xs2) (V7 -2) (s 2H7 -2)
W Seplligamms: = ?:-—
St o TR e T T NN |
. = J-2-2 roT i

Respuests correcta: ) - 4

Lhnﬂ-?wil.dqr.:h-
Se densta can un signe (+) eomos un superindice.
Representa ol valor que s2 acerca la funcidn cunnds
tomamos volores de x, ligeramente mayores de
a (x=a’)
UM_F(::]
-
Ejempla
Sea fln) = £ 4 eombiemon lea Lrmibes lstersles on =2

- Limite por ln icquisrda

s 1 i 1
-0 S el
- Liwde por la derscha
4 1 1 ]
M ) sy

Coma ambes lemtes laterales sor iquales, o limite
generol también coiste
i i [I‘p

estos eph

te:

: =¥
Limites con logaritmos <
Limites con logaritmes, "
= Loa limites eon hguimummnﬁpmiqu

combina sus propiedades y comocer dos limites

rotables.
P‘mr'«lﬁdll de los hgmlm

thuf“lﬂ*\lﬂ??ﬁihﬂi:ﬂ'
logy (x-y) = logyx + logu y
Loguritme de un cocienbe:
|°3|‘;' = leg, % - loguy
Legaritme de wna potenca
log, x™ = nlag, x
Grafica y Fmites de logaritmos

Es fundamental saber céma se comporta la funcidn
logaritmics natural (ln(x)) en sus extremos,
para ndmeros mayores que O (x20)

- Cuando x tiende o 0* —
- Cuando x Hende a ™ —  In{x) = =
Mata: Creca lentamente pere va al infinita,

In{x) = -

* Cusnds x tiende o O per ka derecha lim  In{x)= -=
x=0"

Mota: se pega al e y y hacia abaje.

Cuande e encuentras con indeterminaciones xl"’"'
sigue los sigquientes pasos, serd aplicar cualquiera
de sus propiedades:

lim Inf1+x)
u=—0 x

Pasos para rescluer
1+ Coleulamos la indeterminacién.

1- Aplicamos o cualguier de sus propiedades

en una funcién continua.
3- Identificamos el volor del Fmite y lo reslvemes.
Ejemple

In{x) Imf1) 9_

w—=l x=1 t=1 [¢]

S L TR TR
k=] x-1 o a—=1 x—-1 i-1
Respuesta: 1

S Limites laterales y notables % e

Cuando te encuentras con indeterminaciones x ('™,
puedes aplcar cualgquiera de estos limites notables:

Lirmites motables

L lim B0 oy
Lt .
2. m EE L
-G Ll
3 lim XX . g
=i
4 lle‘ 1.-] = e
Dende &= 271028 (nimers de Euler )
Ejemplo

}imo '—"tE'J- = 1 [ Limie notolte 1) &
m &=

1 ( Limite notsble 2 )
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.© > Induccién a la Derivada {©,

iQué es una derivada?

La derivada es una herramienta matemdtica
que permite medir la rapidez con la que
cambia una funcién respecto a una variable.
Se utiliza para analizar el crecimiento,
decrecimiento y comportamiento de una

©

funcién.

Definicién infui.tiva. &

Si una funcidén cambia cuando
la variable x cambia, la un punto

derivada indica qu.é tan r‘:ipido

ocurre ese cambio.

1 (x+h, flx+h))

Interpre{o.cién 5eométrica. &

Lo derivada de una funcién en

pendiente de la recta tangente
a la curva en ese pun‘l:o.

| Concepto clave: Razén de cambio Q2

! La derivada representa la tasa de cambio

| instantdnea de una funcién en un punto

determinado.

Por ejemplo:

| @ Velecidad de un automévil.

| @ Crecimiento de una planta.
¥ Cambio de temperatura con el tiempo.

Notacién de la derivada @
Se puede representar de

|

1

|

corresponde a la varas formass |
|

<€

=2

x
2

> x
|

Férmula de la derivada &
La definicién formal es:

£ = lim &

x
+
i
|
—
ko

Esta expresién permite caleular
la derivada mediante limites. 2

Pasos para comprender una derivada 7
Identificar la funcién.

Arnalizar cémo cambia la variable.
Aplicar la definicién de derivada.
Simplificar la expresidn.

Interpretar el resultado obtenido.

CIOICIOLC]

Aplicnciones de las derivadas

Mevimiento de wehiculos.
Crecimiento poblacional.
Economia y finanzas.

Fisica y ciencias naturales.

€ € @ € &

Insenien'n y ﬁcnulosfo.,

Pendiente = f (x) ; v i&. ¢. I
. b e 1
| | ) | 1
— | 7 g
X N e TS oo '

Impnrtu.nc.ia. de las derivadas &

%W Permiten calcular velocidades instantdneas.

L ﬁgudan a encontrar maximos y minimos.

%

S
@ Se utilizan en fisica, economia, ingenieria
y muchas otras dreas.

W Describen cémo cambian las cantidades
en el tiempo.

Ejemplo sencillo &
Sea:

&

* s
S

9
r\'

fix) = x
Su derivada es:

fi(x) = 2x

Esto significa que
la pendiente cambia
dzpendienda del
valer de x.

L
+ Recuerda ¢ ¢

W La derivada mide el cambio instantdnea de una funcién.

Estd relacionada con la pendiente de una
recta tangente.

Se obtiene a partir del concepto de limite.

Es una de las herramientas mads i.mpol"tani:es
del cdleule diferencial.

(Q-;)
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