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Integral indefinida

Integrar es el proceso inverso del de derivar. Esto significa que dada una funcion f(x), se
buscan aquellas funciones f(x) que al ser derivadas conducen a f(x). Se dice, entonces,
que f(x) es una primitiva o antiderivada de f(x). Dicho de otro modo, las primitivas

de f(x) son las funciones derivables f(x) tales que:
F'(x) = flx)
La integral indefinida es el conjunto de las infinitas primitivas que puede tener una funcion.

Mientras que la derivada de una funcién, cuando existe, es Ginica, no es el caso de la primitiva,

pues si f(x) es una primitiva de f(x), también lo es f(x)+c, donde ¢ es cualquier constante real.

Para encontrar una primitiva de una funcién dada, basta con aplicar la o las integrales que se
obtienen de tablas.

Ejemplo de integral indefinida

Si tenemos la funcién (x)=12x°, ;cudl es su integral indefinida?

Incrementamos el exponente de x por |

Dividimos la expresion por el nuevo exponente

Sumamos la constante de integracion

Entonces tenemos:

112x5dx=612x6+c

112x5dx=2x6+¢
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Integral logaritmica

Funcién logaritmica es una funcién cuya expresion ~ f(z) =logsz esa>0 a#1

Las formulas para resolver integrales logaritmicas son las siguientes:
1

I- dx=In|x|+C
x

fln(.r)dx =x:-In(x)=x+C

X
I‘ﬂsq{-ﬂdx= In{n)-{ln{x.‘r— 1)+C

Las funciones exponenciales y las funciones logaritmicas son inversas entre si, es decir, son

simétricas con respecto de la funcion identidad f(x) = x.

Ejemplos:

4
a

Ejercicio 1: [ ——dr

Para resolver la siguiente integral haremos un cambio de variable 1 = x* +8 du = 3a?
y posteriormente resolvemos la integral

z? 1327 1 3
J =) Sd.r =3/ Y 8(1'.:' = zin(z’ +8)+C

Ejercicio 2: [ cot xdx

Para resolver utilizaremos la definiciéon ¢ot X = c0sZ——— luego hacemos un cambio de

BETL

variable 1 =sen x du = cosr luego resolvemos la integral

Cosrx
[ cot xdx = [ dr = lnsenr + C
h Y senxr
sen2x
Ejercicio 3: | ————dxr
] / 1 + sen?r

Resolver la siente integral utilizamos la definicion  sen 2x = 2sen xcosr y luego

hacemos un cambio de variable 1 =1 + Hl’]]g.f' du = 2senx cosx luego

resolvemos la integral

. sen2r 28€N I COS T ;
dr=[=——"dzr = In(l +sen’z)+ C
J / 14 sen?x {‘ )

1 + senix
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Ejercicio 4: [ tgbadr

Para poder resolver la siente integral utilizamos la definiciéon tan x = sen x y luego

o8
hacemos un cambio de variable 1 = cosdz du = Hsen dr

. SEN DT

luego resolvemos la integral | tg5wdr = | —=dr = —gln(cosbz) +C
Ejercicio 5: d_T
tgx

Utilizamos la definicién 1 torx ¥y luego hacemos un cambio de variable

tgr=colt x=
J SEI T

u=sen x du=cosz

Luego resolvemos la integral

. da . COST
j t(g—dr = J f::; ;_d.r = I”(Hf'r'&;r} W o

Ejercicios a resolver

dr
| mivm
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dr
f (1 +at)arctga
. g
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Integrales exponenciales

Es una funcién especial definida en el plano complejo, se utilizan para modelar el
crecimiento o decrecimiento a través del tiempo ya sea de una poblacion de individuos, los

intereses generados por un capital en el banco etc.

~ 3 ~ T = ~ 1
La férmula para la integral de una funcién exponencial e du =e" +C base e es
Se pasa la exponencial original, siempre y cuando esté completa la derivada original del

exponente (dx).

Ejemplos:

Ejemplo 1: Integra la siguiente funcion Jr 5e 7% dx
Primero se hace la derivada del exponente.

Verifica que la derivada esté en la funcién original, si le falta algiin niimero se le agrega de

la siguiente forma:

=5x

nw=>5
Aplica la férmula, quedando:

.'-u ‘etdu=ée"+C
H=5x

W=
En esta ocasion el 5 si estd en la funcién, se dice que la funcion estd completa.
e+ C

Ejercicio 2: ]ez“’”d.r

Observamos que la base del exponencial a es e Asi mismo tenemos que 1(x) = 2x + 2

Como 1 (X) = 2 entonces necesitamos multiplicar al diferencial por dos

T g 1 e, o
2x424., o L B . 2z4+2 9 1
]i dr = [: _zﬂf.e = "E_/F 2ddx
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Con esto ya podemos calcular la integral

ol J- DL J' : s
/-f-'zﬂ Py = 5 [?29 2. 9dy = 3&"3”2—!— (&)

Ejercicio 3: /5“43-

Ahora observemos que la base es 5. Ademads, el argumento de la exponencial es
simplemente X por lo tanto, podemos utilizar la formula directamente con a = 5

Ex
[5“'(1'1‘ s +

In5
Ejercicio 4: /215%’.!'

Recordemos que  a°h" = (ab)® ya tiene el mismo exponente. Por lo tanto, la integral se

calcula como

; ; 10"

2°5%dx = 2.3Ydr = e = — /
/ 275%da ff_._ 1) dx flf] dx 10 +C
Ejercicio 5: /SBIH(LF

Notamos que a = 8 yque u(x)= 3x+ 1 asitenemosque u'(x)=3 porloque
tenemos que multiplicar el diferencial por 3 (al mismo tiempo hay que dividir por 3 para

; 9pu w1 9 1
que la funcion siga siendo la misma): [8“"”10'1' = f83”1 . gdr =3 /‘83”13&1'

Por lo tanto, la integral es

/83"*'{1’.1' = % [83”13;:’1‘

183;r:—1
3 In8
831+l

= e e €
3In8
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Ejercicios a resolver

Determina la siguiente integral

Inx
e
f dx
I

f e cos rdr
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/ Carr.sin_r i
vI—axf
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Integrales por sustitucion o cambio de variable

El método integracién por sustitucién o cambio de variable se utiliza para evaluar
integrales. El método se basa en realizar de manera adecuada un cambio de variable que
permita convertir el integrando en algo sencillo. Este método realiza lo opuesto a la regla de

la cadena.

El método de integracion por sustitucién o cambio de variable se basa en la derivada de

la funcion compuesta
[ fliv) o'dr = Flu)+C
Ejemplos:

Ejercicio 1:

A
T
dr

Realizamos el cambio de variable y calculamos su diferencial

x=sint

dx=cos t dt

Sustituimos en la integral y para simplificar empleamos identidades trigonométricas

sint ¢
= cos tdt

.i‘"l'
]\HI—HF ) = sinZt)?

1 —cos?t)?
cos=t

- j 1 —2cos?t + cost

cos? 1

dt 9
/ COS%—E/(H—F/CUL« tdt
dt 1+ cos2t
f 0—2[m+/;33—m
cos? | ; 2

[
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Resolvemos las integrales obtenidas

di il o 1 + cos2t i
fcosgf_'_/f _..f 2 s

| 1
tant — 2t + a-f - Tsin?t +C

| 3
= tant+ -sin2f — -t +C
g i

Regresamos a la variable inicial, para ello despejamos t en el cambio de variable inicial
x=sint —> {=arcsinzx
Calculamos para el seno y el coseno de t

sin2t = 2sint - cost = 2sin(arcsin z) - cos(aresin r) = 2z - V1 — 2

. . . 2 -
cos(arcsin x) = \/ 1 — [sin(arcsinz)]” = V1 —x
Asi el resultado se expresa en la variable x como

x s 3
dr = tan(arcsin x) + 5 Vv1—1z%— Eﬂrcsin z+C

ad
| =

Ejercicio 2:

dx
1 +cosa
Realizamos el cambio de variable y calculamos su diferencial

tanr =t =— & =arctant

dt

=17

Sustituimos en la integral y simplificamos

coLIVEWORKSHEETS



]

o

|
+
[ 54

Resolvemos las integrales obtenidas

1

1 V2 2 t

_\/jfi\/: ydl = ‘iarcmu—‘wLC
t

9 9 \/’j
(4

Regresamos a la variable inicial

dr V2 1
f 1 +costr - Tmftﬂn (Titmu) +C

Ejercicio 3:

/ dr
J Vcosx +costx

Se realiza el cambio de variable y se calcula su diferencial

T
tan T t = r=2arctant

2t

(|X=m

Sustituimos en la integral y simplificamos
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/‘ da _ / 1+ 22
J Vcosz +cos? x J | g2 (1—t2)2
+

1+t 142
2dt
_ [ 1+ ¢2
o Ja-a+2)+(0 -2y
(1+t2)2
it
= eri
V2 —2t2
2 [ dt
V2 V1-8
Resolvemos las integrales obtenidas
‘2] dt 2 -
— | —— = —arcsint+C
V2] V-8 V2
Regresamos a la variable inicial
dr ) x
/ —————— = V2arcsin [ tan= | +C
J Veosz +cos?x 2

Ejercicio 4:

1-VE

Se realiza el cambio de variable y se calcula su diferencial

dx = 6t°dt

x = tb

Sustituimos en la integral y simplificamos
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1 -7 -8
] Tt dr = fT-ﬁtdt

- 6f(l—f3)-f3a'f
= 6[(t*—t°)d
Resolvemos las integrales obtenidas
3 ]
Gf(rg—fﬁ}dt = AT ¢
2 i
Regresamos a la variable inicial

3 6
5t —?t+C‘_—\f—‘ r\/_+C‘

Asi, 1a solucion en termino de la variable es

\/._ —?\/_LC‘

/ vV Cosx —I—m::z T

Ejercicio 5:

T
—dz
[ v1+2r
Realizamos el cambio de variable
N+2z=t = 14+2z=8 = g=

Calculamos la diferencial

3t% dt

2 dx=3tdt = dz= 5

Sustituimos en la integral y simplificamos el integrando
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(r3—1 ’
2 2 ) 312
[t = ALy

Y1+2x t

3 i O
= — i Y
2/( 1 ) te

3
= gf(t7—2t4+t}dt

Resolvemos la nueva integral

3 [ _op B8 W B
gf(f. oty tydt = g(g—?+§)+(=

Regresamos a la variable inicial, para ello empleamos 1= V1+2z

8
C

Asfi la solucidn buscada es

1132
/ 7 o 20 16

Ejercicios a resolver

I
/ v —4 e

E(i—¥+ ﬁ)+C= i(m)ﬂ—;(’u?r)i =

> (T7m) - (VTFE) + 5 (VT73) +C
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