e Geometria espacial

» Introducio

No Ensino Fundamental estudamos varios aspectos dos poliedros. Agora, no Ensino Médio, vamos
formalizar algumas ideias vistas em anos anteriores, como a defini¢io matematica de prismas e pirimides. Para
iss0, $a0 necessarios alguns conceitos da chamada geometria espacial de posigio, que estuda a posi¢do entre
0s entes geomeétricos e € o tema deste Capitulo. Além disso, como vimos na abertura, o desenho técnico, muito
presente em areas como o design, a Arquitetura e a Engenharia, utiliza conceitos da geometria descritiva,
relacionada com a geometria de posi¢do.

» Nogdes primitivas

Para iniciar os estudos da geometria espacial de posicao, precisamos partir de algumas nogoes que sao
aceitas sem defini¢do. Essas nogoes sdo as de ponto, reta e plano e sdo chamadas de nog¢des primitivas.
Veja a seguir como essas nogdes sdo representadas.

Ae

= Ponto A. Em geral, para dar nome aos pontos,

usamos letras maitsculas de nosso alfabeto. % Rt i Pafa Homear a5 fetis, & ol usarmos

letras minusculas de nosso alfabeto.

= Plano .. Para nomear os planos, usamos
as letras gregas minusculas.
o

Ao longo deste Capitulo, apresentaremos diversas afirmagdes, que podem ser divididas em trés tipos:
* Postulados ou axiomas: sdo proposicoes (afirmagdes matematicas) aceitas sem necessidade de demonstragao.
* Defini¢des: sdo proposicdes feitas a partir de nogdes primitivas, de defini¢des anteriores ou de resultados ja
demonstrados. As definigdes também nao sao demonstradas.
» Teoremas: sdo proposi¢des enunciadas com base em postulados, em defini¢des e em resultados ja
demonstrados. S6 tem validade se forem demonstrados, ou seja, validados com base em uma argumentagio
logica.

Para iniciar os estudos da geometria espacial, ou seja, a geometria do espago, apresentamos
a seguir a defini¢do de espago no contexto da Geometria.

Espaco € o conjunto formado por todos os pontos.

Além disso, também precisamos retomar as defini¢des de reta paralela e de reta concorrente. Assim:

Duas retas sao concorrentes quando tém apenas um ponto comum.

o
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As retas a e b sdo concorrentes e o ponto P é o Unico ponto comum entre elas.
Usando a notacao de conjuntos, podemas escrever: a N b = {P}.

Duas retas sao paralelas quando sao coplanares (estao em um
mesmo plano) e nao tém ponto comum.

C
d c/d
/ LBte simbolo significa paralelo a.

As retas ¢ e d sao paralelas, pois estao no mesmo plano e nao tém ponto comum
entre elas. Usando a notagdo de conjuntos, escrevemos:c Nd = JoucNd=1{}

» Postulados

As primeiras proposi¢des que vamos apresentar sdo alguns postulados relacionados a pontos, retas e
planos que serdo utilizados no estudo da geometria espacial.

» Postulados da reta

A B
L ]
\\ R;: Em uma reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos.

sAEreB¢&r. £
A
R,: Dois pontos distintos determinam uma unica reta que os
contém.
B
r
r
A d R,: Por um ponto A, fora de uma reta r, passa uma unica reta

s paralela a reta r.

» Postulados do plano

P,: Em um plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos.

————==demm
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P.: Toda reta que tem dois pontos distintos em um plano esta
contida nesse plano.

oA A

B B
o

sAcoe BEo. srCo

P,: Trés pontos que nao estao em uma mesma reta (nao coli-
neares) determinam um unico plano.

e A o/
o —> o
B o B

= A, B e Cnao colineares. = plano a.

P,: Uma reta contida em um plano divide-o em duas regites
denominadas semiplanos.

AN 4
// a/r/ A /BC /

PG = o, e o: semiplanos de origem r.

A retar é considerada a origem dos semiplanos, e os semiplanos
«, e i, 5ao ditos opostos.

Um segmento de reta que liga um ponto qualquer de ¢, a um ponto
qualquer de o, tem um Unico ponto em comum com a reta r.

P.: Um plano divide o espaco em duas regiées denominadas semiespacos.

f .
sermiespago E, O plano o é considerado a origem
- o P dos semiespacos.
semiespaco E, r ) )
v Lo Uma reta determinada por dois
\B pontos, um em cada semiespacgo, inter-
v secta necessariamente o plano.
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P.: Por uma reta passam infinitos planos.

A partir desses postulados, poderemos enunciar definigdes e teoremas da geometria espacial de posigao.

» Determinagio do plano

Um plano pode ser determinado de quatro maneiras distintas. Acompanhe cada uma delas a seguir.

1%) Pelo postulado P, do plano

Trés pontos distintos e ndo alinhados determinam um unico plano.

o
LY ] *A
o B oC
F LT

Além da indica¢ao usando as letras gregas, também podemos denotar um plano
pelos pontos que o determinam. Assim, escrevemos plano ABC para o plano deter-

minado pelos pontos A, Be C.

22)Pelo teorema a seguir.

Teorema 1: Uma reta e um ponto fora dela determinam um utnico plano.

Demonstracgao

Seja r uma reta e Pum ponto fora dessa
reta. Pelo postulado R, existem dois pontos
distintos A e B em r. Dessa forma, como os
pontos A, B e P ndo sao colineares, pelo pos-
tulado P, eles determinam um Unico plane.
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3% Pelo teorema a seguir.

Teorema 2: Duas retas concorrentes determinam um unico plano.

Demonstragao

Sejam duas retas r e s concorrentes no ponto P. Considerando um ponto A sobre
a reta r, distinto do ponto P (que existe pelo postulado R), sabemos pelo teorema 1
que a reta s e o ponto A, exterior a s, determinam um unico plano «.

~ A

Observe que esse plano o contém a reta s, por construcao, e também contém a reta
I, por nele estarem situados os pontos P e A da mesma reta (postulado P, do plano).

4% Pelo teorema a seqguir.
Teorema 3: Duas retas paralelas determinam um unico plano.

Demonstragao

Sejam as retas paralelas r e s. Pelo postulado R, considerando um ponto P em
r e dois pontos A e B distintos em s, determinamos o plano «, uma vezque P, Ae B
sdo trés pontos nao alinhados (postulado P, do plano).

ey

» Posicoes relativas de duas retas no plano e no espaco

LUSTRACOES: EDITORIA DE MATE

Para determinar quais sdo as possiveis posi¢oes relativas de retas, observamos se as retas estdo em um
mesmo plano e se ha pontos em comum entre elas.

]

Duas retas sao coplanares quando
existe um plano que as contém. D

Por exemplo, na figura ao lado, as retas r e s sao coplanares. Veja
que elas sao concorrentes no ponto E (pelo teorema 2, determinam um
Unico plano). Duas retas complanares sao:
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Concorrentes quando Paralelas quando
tém apenas um ponto nao tém ponto comum.
comum.

b | ¢
d =
a\.o wafib=1P c/d
\ cNd=g

’ Coincidentes quando tém todos os pontos comuns.
. P _— -

e=f

foue=f
T;Eme simbolo significa identicamente igual a.

Duas retas sao reversas quando nao existe um plano que as contém.

Com as classificacbes apresentadas, podemos montar um fluxo-
grama que nos auxilia a compreender cada um dos casos de posi¢oes
relativas de duas retas no plano e no espaco.

Inicio

As retas tém As retas tém As retas
apenas um ponto todos os pontos 540
comum? comuns? paralelas.

As retas sao
coplanares?

As retas sao As retas sao
concorrentes. coincidentes.

As retas sdo reversas.

Fim
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» Posicdes relativas de uma reta e um plano no espago

Agora, vamos ver como uma reta e um plano podem estar posi-
cionados no espaco. Para isso, vamos observar o numero de pontos
comuns que eles tém.

IF
Uma reta r e um plano « sao secan- /
tes, ou concorrentes, quando tém um / 1 A /
unico ponto em comum. ;' L
= r Mo = {A}
3
Uma reta s e um plano P sao parale-
los quando nao tém ponto em comum. B
=sMNB=C

Uma reta t estd contida em um
plano ¥ quando ambos tém em comum 2 ¥

todos os pontos da reta t.

Pelo postulado P,, basta que a reta t e o plano ¥ tenham mais de um
ponto comum para que essa reta esteja contida nesse plano.

» Posicoes relativas de dois planos no espaco

Para finalizar as posigdes relativas, vamos ver como dois planos no espago podem se relacionar. Mais
uma vez, vamos observar os pontos comuns entre eles.

Dois planos «« e B sao
secantes, ou concorrentes,
quando tém uma udnica reta
erm comuim.

Dois planos o e B sao para-
lelos quando nao tém ponto
em comum.

Dois planos « e B sao coincidentes
quando tém mais de uma reta em comum
(32 e 49 casos da determinacao do plano).

= =PBouc=p

NUSTRACCES: EDITORSA OF ARTE

EJ ATIVIDADE RESOLVIDA

1.Dados, em um plano, duas retas distintas tangentes a uma mesma circunferéncia, classifique as
afirmacdes a seguir em verdadeiras ou falsas, justificando-as.

a) As retas sao necessariamente concorrentes. c) As retas podem ser paralelas.
b) As retas sao necessariamente paralelas.

Resolugao

Para cada item, vamos buscar um contraexemplo para comprovar que a afirmacgao é falsa ou utili-

zaremos os resultados ja estudados para mostrar que a afirmagao é verdadeira.

a) Essa afirmacao é falsa, pois, caso as retas sejam tangentes em pontos diametralmente opostos
da circunferéncia, elas serao paralelas.

b) Essa afirmacao é falsa, pois as retas so serao paralelas na situagao indicada no item anterior. Em qual-
quer outra situacao, as retas serdo concorrentes.

c) Como vimos nos itens anteriores, as retas podem ser paralelas ou concorrentes. Entao essa afir-
macgao e verdadeira. Note que a afirmacao traz uma possibilidade e nac uma afirmagao absoluta,

valida para todos os casos. Isso faz com que nao precisemos demonstra-la, mas apenas determi-
nar um caso que a atenda.
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1. Leia as afirmacoes a sequir.

I ~ pontos distintos determinam
uma Unica reta.

Il. Em um plang, estao contidas 7 " retas.

I1I.Uma reta em um plano dividel-o em duas
regides, denominadas 7

IV. Por uma reta passam | 7 planos.

V.Podemos determinar um plano de
' maneiras.

As palavras que preenchem corretamente as
lacunas, na ordem, séo:

a) dois - infinitas - semiespacos — infinitos

- quatro

b) infinitos - infinitas - semiespacos - infini-
tos - quatro

¢) dois - infinitas - semiplanos - infinitos
- quatro

d)infinitos - duas - semiplanos - dois
-~ infinitas

e) dois — duas - semiplanos — dois — infinitas

2.Quantos sao os planos determinados por trés
retas distintas, duas a duas, paralelas entre si?

3.Quantos sao os planos determinados por qua-
tro pontos, dois a dois, distintos entre si?

4.Dada a figura, considere a reta suporte de
cada segmento de reta da figura e identifique:

a) um par de retas reversas;

b) um par de retas coplanares:
c) dois pares de retas concorrentes;
d) dois pares de retas paralelas.

5. Considere um ponto M em um plano e uma
retar, secante a ¢, que o "fura" em um ponto
distinto de M. Relna-se com um colega e
fagam o que se pede em cada item.

a) Fagam um desenho que represente a
situagao.

b) Verifiquem se a frase a seguir é verdadeira
ou falsa. Justifiquem sua resposta.

Existem infinitas retas contidas em o que
passam pelo ponto M e pelo ponto de
interseccao de re .

B. Observando a figura a seguir, responda.
H G

ILLISTRAC OES EDITORIA DE ARTE

a) Qual é a posicao da reta BF em relacao ao

plano ABC?
b) Qual é a posicao da reta FG em relacao ao
planc FGH?

* Relina-se a um colega, e elaborem duas ou-
tras perguntas sobre posi¢oes relativas com
base na figura. Depois troquem com outra
dupla e confiram juntos as respostas.

7.0bservando a figura sequinte, responda.
v

A B

a) Qual é a posicao relativa entre os planos
VAB e VBC?

b) Qual é a interseccao aos planos ABC e VBC?

<) Ha planos paralelos na figura?
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