e Grafico de uma fung¢io

De modo geral, as fungdes podem ser representadas graficamente no sistema cartesiano ortogonal. Vamos
relembrar algumas ideias e conceitos desse sistema de coordenadas no caso bidimensional.

» Sistema cartesiano ortogonal

Para determinar a localizagdo de um ponto no plano, utilizamos o
sistema cartesiano ortogonal, que & estabelecido por duas retas
perpendiculares entre si, denominadas eixos do sistema cartesiano. Esses
eixos representam retas reais, e o ponto O, de intersec¢do desses eixos, ¢
a origem do sistema cartesiano.

O eixo horizontal (eixo x) é denominado eixo das abscissas, e 0 eixo
vertical (eixo y) € denominado eixo das ordenadas. Esses eixos dividem
o plano em quatro regides, chamadas de quadrantes, como indicado na
figura.

O ponto P representado nessa figura tem coordenadas cartesianas «
e b, nimeros reais que formam o par ordenado (@, b). Indicamos assim:
P(a, b).

A

22 quadrante
b

origem
\

12 quadrante
P

o

0

32 quadrante

O namero real a € a abscissa do ponto P. Esse numero ¢é associado ao ponto de
intersecgao do eixo x com a reta paralela ao eixo y, passando por P. O nimero real b é a
ordenada do ponto P. Esse nimero ¢ associado ao ponto de intersecgdo do eixo y com a

reta paralela ao eixo x, passando por P.

Qualquer ponto do plano pode ser localizado no sistema cartesiano e, para isso,
usamos um par ordenado de niimeros reais, que sio as coordenadas do ponto. Observe, a

seguir, como localizar alguns pontos no sistema

a X

42 quadrante

abscissa do
ponto P

P(a, b)

ordenada do

cartesiano e verifique que os pontos A(1, 3) e B(3, 1) sdo pontos distintos e tém diferentes ponto P
localizagdes no plano.
Observacgoes: y E
« O ponto O (origem) tem coorde- : £ g
1 4 ! ! 2
nadas (0, 0). ; A )
. ]
; < g
« Os pontos dos eixos x e y nao £ 1o 2
B
pertencem a nenhum dos H— & B
quadrantes. o, 2.
_ -4-3-2-19 12 3 4 5 67*
« Todo ponto do eixo x tem orde- £ "
nada igual a zero. I EilE
- 3 L4
+ Todo ponto do eixo y tem abs- -
cissa igual a zero.
» Interpretaciio e leitura de graficos
s . 5 e " > Evolugio do nimero de bactérias
Um grafico ¢ uma representagdo geométrica de dados que nos permite no sangue
visualizar relagdes entre grandezas. imere du
Por exemplo, ao analisar o caso de um paciente em tratamento. infectado ; w;
por determinado tipo de bactéria, um médico detectou que o nimero dessas 4000
bactérias, por milimetro clibico de sangue, variou com o passar do tempo, e | "
aproximadamente, conforme mostra o grafico. 1000 :
| i
70 Tempoth
Fonte: Dados ficticios
L]
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Nesse exemplo, o tempo € dado em hora, o instante zero corres-
ponde ao momento do contagio e o numero de bactérias € dado por
mm”® de sangue.

Para observar como o grafico determina a correspondéncia entre
O tempo e o Numero de bactérias, escolhemos um ponto P do grafico
e, em seguida, determinamos as coordenadas cartesianas desse ponto.
Essa analise pode ser feita para qualquer ponto do grafico.

Considere, por exemplo, o ponto FP indicado no grafico anterior e
wverifique que a abscissa do pontoaFPellea ordenada, 2 000, ou seja, as coor-
denadas do ponto Fsao (12, 2 000). Isso significa que 12 horas apds o contagio
havia 2 000 bactérias por milimetro cubico (Imm?) de sangue desse paciente.

De modo analogo, podemos obter outras imformacgcdes por meio
desse grafico, entre elas:
= a quantidade maxima de bactérias observada em cada miilimetro cubico

de sangue é identificada, aproximadamente, 36 horas apds o contagio;
= 60 horas apds o contagio, a quantidade de bactérias em cada milimetro
cubico de sangue & 1 000 por mim?;
- o numero de bactérias aumentou Nno intervalo de O a 36 horas.

Observe que cada Instante corresponde a um uunico Nnumero de
bactérias por milimetro cuabico de sangue. Com isso, verificamos que o
Nnumero de bactérias por milimetro cubico de sangue varia em funcao
do tempo transcorrido apds o contagio e, além disso, dizemos que o
tempo & a variavel independente e o nuamero de bacteérias por milimetro
cubico de sangue é a variavel dependente.

» Construgio de graficos

Para construir graficos de fungdes no sistema cartesiano ortogonal, devemos
considerar os valores do dominio da funcao no eixo x (eixo das abscissas) e as res-
pectivas imagens no eixo y (eixo das ordenadas).

O gréfico da funcao € o conjunto de todos os pontos (x, ¥) do plano cartesiano,
tais que y = f(x) com x € D(f).

Como exemplo, vamos construir o grafico da funcdo f: A — R, dada por
y=x+1lemqueA=1{01,2 3}

Iniciamos construindo a tabela com os valores de x pertencentes ao dominioc e
determinando as imagens de x pela fungao £, ou seja, os valores de y = f(x) para repre-
sentar os pontos obtidos no plano cartesiano.

x y
0 1 — B(O,1
1 2 — C{1,2)
2 3 — [X2, 3)
yi
3 4 |—= 9 Al b
D

Observe que D(f) = A = {0,1,2, 3te Im(f) = {1, 2, 3, 4}. ¥ ; *

Como o conjunto A é finito, o grafico de fé formado apenas pelos i E
quatro pontos obtidos por meio da tabela: B(0, 1), C(1, 2), D(2, 3) e £(3,4). 1t8 E
Para concluir, representamos esses pontos No sistema cartesiano, como Wt = 3 pe
mostra a figura ao lado.

Agora, vamos construir o grafico da funcao fdada por f(x) = 2x + 3, conside-
rando trés dominios distintos, e observar as semelhancgas e as diferencas entre esses
graficos.
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a) Considerando D(f) = {—1,0, 1, 2, 3L

Inicialmente, construimos uma tabela com os valores de x € D(f) e determina-
mos as imagens de x pela fungao f, ou seja, os valores de y = f(x) para obter os
respectivos pares ordenados.

x y=2x+3 (x, y)
—1 y=2:(-N+3=-—24+3=1 (—17
0 y=2-00+3=0+3=3 (0, 3)
1 y=2:)+3=2+4+3=5 (,5)
2 y=2:(2+3=4+3=7 27
3 y=2-(3)+3=6+3=09 (3,9

Em seguida, representamos no sistema cartesiano os pontos cujas coordenadas sao os pares
ordenados da tabela.

y
10
9 £

8

: 2 Como o dominio da funcdo é o conjunto

: S {—1,0,1, 2, 3}, o gréfico de fsdo os pontos A(—1, 1), B(0, 3),

4 (0, 5), D2, 7) e E(3, 9) representados nessa figura.
318
2
Ae 1
=2=1. 01 2 3 4 8§ x

b) Considerando D(f) = [, 3.
Nesse caso, o dominio da funcao é um intervalo real e os valores de x considerados no
exemplo anterior pertencem a esse intervalo. Entretanto, no intervalo [—1, 3] existem infinitos
valores de x que tém imagem correspondente pela fungao f.

Quando representamos esses infinitos pontos no sistema cartesiano, obtemos um segmento
de reta, que é o grafico da funcao f quando D(f) = [, 3].

¥i
10

Observe que essa fun¢ao ndo esta definida para
e valores de x menores do que —1nem para valores de
x maiores do que 3.

b
N.ﬁmmwm\o
o o

-2-1 012345«
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¢) Considerando D(f) = R.

Nesse caso, o dominio de fé todo o conjunto dos numeros reais e, 1
como nos exemplos anteriores, os pontos A, B, C, De Efazem parte
do gréfico da funcdo. Além desses pontos, existem infinitos pontos

que satisfazem a lei da fung¢do f.

Assim, o grafico de fé uma reta em que todo valor de x € R tem
uma imagem pela funcao f, expressa por y = f{x). Observe o grafico

da fungao fquando D(f) = R.

Portanto, apesar de a lei que define a fungao ser a mesma nos A1
trés casos apresentados anteriormente, os graficos sao diferentes, pois —//—1 01 2 3 4 5 x

dependem do dominio considerado.

» ldentificagio do grafico de uma fungio

Vimos que, dada uma fungao definida por y = f{x), cada valor de x do dominio deve cor-
responder a um tnico valor de y no contradominio. Assim, € possivel identificar se um gréfico
representa ou nao uma funcao tracando retas paralelas ao eixo y.

Para que o gréfico analisado represente uma fungdo, cada reta vertical tragada por pontos
de abscissa x < DIf) deve cruzar o gréfico em um tinico ponto, de coordenadas (x, f{x)).

O grafico ao lado, por exemplo, representa uma fungao fcom
dominio D(f) = [a, b], pois qualquer reta vertical tragcada por pontos
de abscissa x & D(f) cruza o grafico em um unico ponto.

Verifique, nesse grafico, que todas as abscissas x, & D(f) estao
assocladas a uma Unica imagem y, = f{(x,), ou seja, para todo x € D(/)
existe um Unico ponto que pertence ao grafico e & reta que passa
por (x, 0) e é perpendicular ao eixo x.

Se uma reta vertical cruza o grafico em mais de um ponto, entao
esse grafico nao representa uma fungao, como indicado ao lado.

Nesse caso, existem retas paralelas ao eixo y que cruzam o gréfico
em dois pontos. Verifique, por exemplo, que a abscissa x, esta asso-
ciada a dois pontos distintos do grafico, (x,, y)) e (x,, ¥,), © que permite
concluir que esse grafico nao representa uma funcao de x em y.

» Dominio e imagem no grafico de uma funcio
Considere o grafico a seguir, que representa uma funcao £

I

9 7 2 3 4 5 & x

- NoWh N

W ha N RO Ow

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

ILLISTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

= Este grafico representa
uma funcao.

i

¥y

Yar

= Este grafico nao representa
uma fungao de x em y.

Para determinar o dominio e o conjunto imagem de [, projetamos

os pontos do grafico sobre os eixos x e y, como indicado a seguir.

¥ i
5
4 ¢

lrmiF} ¥
3 .
2 :
1} ;

BT i

o 1 2 3 4 § 6 X

O dominio da funcao f & o conjunto das abscissas de todos os pontos do gréafico. Nesse

exemplo, temos:

D) =[1,5[ou D(f) = iIxER |1 =x <

51

O conjunto imagem da funcao fé o conjunto das ordenadas de todos os pontos do grafico.

Nesse exemplo, temos:

Im(f) =2, doulm(f) ={yveER|2=y <4}
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H ATIVIDADES RESOLVIDAS

01. Qs pares ordenados (@ — 1,3) e (-2, 2b + 1) representam o mesmo ponto P no sistema cartesiano.
a) Determine os valores de a e b.
b) Escreva as coordenadas do ponto P.

Resolucao
a) Como os pares ordenados representam o mesmo ponto P, as abscissas a — 1e —2 sao iguais,
assim como as ordenadas 3 e 2b + 1. Entao, obtemos os valores de a e de b resolvendo as
seguintes equacgoes:
a—-l=-2=a=-2+1=a= -1
2b+1=3=2b=3-1=b=1
b) Com os valores de a e b, substituimos em um dos pares ordenados para obter as coordenadas
do ponto P.
a—=1=—1=-1=-2
Portanto, as coordenadas de P sao (-2, 3).

02. Considere os pontos a seguir e determine, quando possivel, a qual quadrante cada ponto pertence.
A5, 3) B(—2, —4) al—3 D(—3,1) E(, 2) F3,0)

Resolugao
Uma possivel maneira de resolver essa atividade é localizar os pontos no sistema cartesiano. Nesse
caso, temos:
¥i ' % £k
E 5 | _ Analisando o grafico,
g al | . obtemos o sequinte:
A
3 " . * - no 12 quadrante,
= 21 ' ' o ponto A(5, 3);
- 1+ ] | I !
, | F , » no 2° quadrante,
-4-3-2-] ‘fl’__ 2 3 4 5 6% o ponto D(—3, 1);
—2+ 5 - = no 32 quadrante,
A U 1. . o ponto B(—2, —4);
B
N i « no 4° quadrante,
e ; ' o ponto C(1, —3).

O ponto E(0, 2) esta sobre o eixo y. Logo, nao pertence a quadrante nenhum.
O ponto F(3, 0) estd sobre o eixo x. Logo, nao pertence a quadrante nenhum.
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03. Observe os graficos a seguir.

i ]
’ 3
y 4} E
3 3 B
"'--____2“ 2 g
a8
Y
-3-70] { 23 » o0l 1 2345867 x
= Grafico | = Grafico Il

Agora, responda as questoes.
a) Qual desses graficos representa uma fun¢ao de x em y? Justifique sua resposta.

b) Determine o dominio D(f) e o conjunto imagem Im(f) do grafico que representa uma fungao
dexemy.

Resolugao

a) Tracando retas paralelas ao eixo y que cruzam os graficos, verificamos o seguinte:

O gréfico | representa uma O gréafico Il nao representa
funcao de x em y, pois qual- uma funcao de x em y, pois
quer reta paralela ao eixo y existem retas paralelas ao
que cruza o gréfico o faz em eixo y que cruzam o grafico
um unico ponto. em dois pontos.
y
5
3 4
3 q“\‘
2 ’ >
2
| : 97
Z2F10[ (11213 x -
N lv]2]3 a|5]s 7 %

b) Projetando ortogonalmente os pontos do gréfico | nos eixos x e y, obtemos:

y
3

=21 conjunto imagem
1 L\\

-2-10[/1 2 3 x
dominio

A projecao ortogonal dos pontos desse grafico no eixo das abscissas é o segmento de reta, contido
no eixo X, de extremidades em —2 e 3. Portanto: D(f) = (xER| -2 < x < 3} ou D(f) = [ -2, 3].

A projecao ortogonal dos pontos desse grafico no eixo das ordenadas é o segmento de reta,
contido no eixo y, de extremidades 1e 2. Portanto: Im(f) = {yER | 1< y < 2} ou Im(f) = 1, 2].
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01.

ILUSTRAG OF S EDITORIA DE ARTE

Determine as coordenadas dos pontos indi-
cados na figura.

- R W OB O NN

02. Dados os pares ordenados (2a — 3, b + 2) e

03.

(Sa = 1,2b - 3) e sabendo que representam
0 mesmo ponto no sistema cartesiano, quais
sao os valores de a e b?

(OBMEP) Manoel testa sua pontaria lancando
5 flechas que atingiram o alvo nos pontos A, B,
C,DeEde coordenadas A = (1, —1),B=(25;1),
C=(-1,4,D=(-4,-49eE=(65)

A tabela mostra quantos pontos se ganha
quando a flecha acerta um ponto dentro de
cada uma das trés regioes, conforme mostra
a figura.

ordenada

= 1000 pontos
W 300 pontos

100 pontos
B 50 pontos

a) Marque os pontos A, B, C, D e E.

b) Quantas flechas ele acertou no interior do
menor circulo?

¢} Ao todo, quantos pontos Manoel fez?

04. Analise cada grafico a seguir e verifique se
representa ou nao representa uma fungao de
x em y. Justifique sua resposta.

a) y

-

b) y

il

/

c) v
x
d) y
/”-’-'-——
\ x
“-n-....‘__-____

* Algum dos graficos representa uma fun-
cao de y em x? Justifique.
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05. Observando uma curva que aparecia no mo-
nitor de um osciloscopio, Paulo questionou
seu colega se ela poderia ou nao poderia re-
presentar uma funcao.

A

AN
oo

O que vocé responderia a Paulo? Justifique.

06. pg esbogos dos graficos a sequir representam

fungoes de x em y. Observando-os, determi-
ne o dominio D(f) e o conjunto imagem Im(f)
de cada funcao.

a] yl

2 /)

b) y

<) y

d) . f

e) yi

LA

=y

07. (UFV-MG) O gréfico a seguir ilustra a evolu-
¢ao da temperatura T (°C), em uma regiao ao
longo de um periodo de 24 horas.

TA
13 5
- -
s N2 4 g
v \/ 12 2 t 2
—5 s

Determine:

a) os horarios em que a temperatura atinge
0°G

b) o intervalo de variacao da temperatura ao
longo das 24 horas;

¢) os intervalos de tempo em que a tempe-
ratura é positiva,
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