e Razio entre areas de poligonos Semelhantes

Dois poligonos sao semelhantes quando satisfazem duas
condicées: os angulos correspondentes sao congruentes e os
lados correspondentes sao proporcionais.

No Ensino Fundamental, vocé provavelmente estudou a semelhanca de triangulos.
A partir dessa semelhanca, algumas consequéncias podem ser demonstradas. Veja,

a seguir, uma delas.

Se dois tridngulos sao semelhantes, com razao de semelhanca k, entao:
l. a razao entre os perimetros também é k;

Il. a razao entre duas alturas homdélogas também é k;

lll. a razdo entre duas bissetrizes homologas também € k;

IV. a razao entre as areas é igual a k%

Podemos definir o que sao poligonos semelhantes:
E possivel demonstrar que as consequéncias | a IV apresentadas sdo validas para
figuras que podem ser decompostas em um numero finito de poligonos.

"

» Ladrilhamento do plano

Na instalagio de pisos e azulejos em cozinhas e banheiros, por exemplo, o termo usado na construgao civil &
"assentar” (o piso ou o azulejo). Nesse processo, para obter um bom acabamento, os profissionais precisam
recobrir a maior area possivel utilizando apenas pegas inteiras. Porém, normalmente, ¢ necessario fazer o que
chamam de "recorte", assentando pedagos dessas pecas para recobrir totalmente a superficie.

Em Matematica, a ideia de ladrilhamento esta associada ao recobrimento do plano utilizando determinadas

composi¢oes de poligonos.
Considere a situagio a seguir.

Carlos foi contratado para assentar pisos
em determinada superficie retangular. Para
obter um bom acabamento, ele pretende
recobrir a maior area possivel dessa superficie
utilizando apenas pisos inteiros ¢ de um G(nico
modelo, dentre os modelos A, B ou C indicados
a seguir.

Modelos de pisos

-

L--]

™~
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Se Carlos utilizar o piso do modelo A, podera compor um ladrilha-
mento sequindo o padrao indicado a sequir. Note que, para determinar
esse padrdo, ndo é necessdrio realizar nenhum recorte do piso do
modelo A.

= Composi¢do com pisos
do modelo A

Porém, se Carlos utilizar o piso do modelo B ou do modele C, ele
teria as seguintes situagbes:

= Compesi¢ao com = Composigdo com
pisos do modelo B pisos do modelo €

Observe que na composicdo com pisos do modelo 8 nac é possivel
encaixar um novo piso desse mesmo modelo na regido triangular deter-
minada pelos pontos destacados em vermelho. Também, na composigio
com pisos do modelo C, nao é possivel encaixar um novo piso desse
modelo para recobrir a regido triangular determinada pelos pontos des-
tacados em azul.
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Isso indica que, ao utilizar o piso do modelo B, no minimo a cada trés pisos assentados, Carlos teria de
fazer um recorte do piso original. Semelhantemente, ao utilizar o piso do modelo C, no minimo a cada dois
pisos assentados, seria necessario realizar ao menos um recorte do piso original.

Assim, ao utilizar o modelo B ou 0 modelo C, seria necessario fazer mais recortes nos pisos para
conseguir recobrir toda a superficie retangular. Portanto, o modelo A ¢ mais adequado a necessidade de Carlos.

Essa situagdo nos da ideia do que, em Matematica, denominamos ladrilhamento do plano, que é o
recobrimento do plano com base em determinado padrao geométrico. Esse padrao pode ser composto de um
unico poligono ou da combinacao de diferentes poligonos.

Entao, surge uma questao: sera que € possivel ladrilhar um plano utilizando qualquer padrao
geométrico? A resposta para essa pergunta é nao!
Os poligonoes utilizados para fazer o ladrilhamento devem obedecer as seguintes condi¢oes:

» ainterseccdo entre os poligonos é sempre um vértice ou um lado ou é vazia;
« adistribuicao ao redor de cada vértice é sempre a mesma, obedecendo a um padrao.
Considere um triangulo equildtero ABC.

A A

E possivel compor um ladrilhamento com seis triangulos equilateros congruentes ao triangulo
ABC, todos concorrendo no vértice A.

Denctamos esse ladrilhamento por 3.3.3.3.3.3 ou {6, 3}. A notacao {6, 3} indica que sao seis
vértices coincidentes e que o poligono regular considerado possui trés lados.

Veja outros exemplos:

KR

= Notagao: {4, 4], ou seja,

ILUSTRAC DES: EDITORIA DE ARTE

quatro vértices coincidem, = Notagao: {3, 6}, ou seja, trés vértices = A medida do angulo
en po”gono regu'ar possui CUin(idEm, eo pO]igOnO regular interno de um hEXégDHD
quatro lados. possui seis lados. regular é 120°

Para ser possivel obter um ladrilhamento, é necessario que a soma da medida dos angulos
internos dos poligonos, relativos aos vértices coincidentes, seja 360°.

O ladrilhamento do plano também pode ser feito pela composi¢ao de dois ou mais poligonos
regulares convexos com lados congruentes, de modo que o padrdo de cada vértice obedeca
sempre a mesma ordem.

A figura a seguir representa uma maneira de obter o ladrilhamento do
plano utilizando octogonos regulares e quadrados.
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Os ladrilhamentos também podem ser feitos com alguns poligonos congruentes,
ainda que sejam nao regulares. Na figura a seguir, por exemplo, o padrao geomeé-
trico utilizado € composto de triangulos que nao sao regulares.

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

EJ ATIVIDADES RESOLVIDAS

-Considere dois pentagonos regulares cuja medida do lado do primeiro pentagono é o dobro da

medida do lado do segundo. Sabendo que a area do primeiro pentagono é 200 cm?, determine a
area do segundo pentagono regular.

Resolugao
Poligonos regulares de mesmo nimero de lados sao sempre semelhantes entre si.
Sendo €, a medida do lado do primeiro pentagono e ¢, a medida do lado do segundo, temos:

£.=2¢= % = 2 = k (razao de semelhanga entre os lados)
2
Indicando por A, a area do primeiro pentagono e por A, a area do segundo, a razao entre as duas

areas deve ser igual ao quadrado de k. Logo:

.9 =E=z==»@=4=mz=5o

A,

Portanto, a area do sequndo pentagono regular é igual a 50 cm?.

- Para fazer o ladrilhamento de uma superficie, Caio comprou pisos em formato de octégonos regulares.
Ao iniciar o trabalho de revestimento, notou que nao seria possivel recobrir todo o piso. Observe:

a) Explique o motivo pelo qual Caio nao conseguira ladrilhar a superficie
usando somente pisos nesse formato.

b) Caio resolveu voltar a loja para comprar algum outro piso que se en-
caixe perfeitamente ao ladrilhamento ja iniciado. Ele deve procurar
por pisos no formato de qual poligono regular?

Resoluqalo . | ' ' (8—2)-180°
a) A medida do angulo interno no octégono regular é dada por f§ = ————
é divisor de 360.

Com dois octégonos regulares, a soma dos angulos justapostos em um mesmo vértice é 270%
com trés octogonos regulares, essa soma passa a 405°. Assim, usando somente octégonos requ-
lares nao é possivel ladrilhar o piso.

= 135° e 135 nao

b) Sabemos que a medida de cada dngulo interno do octégono regular é igual a 135°. Assim, temos:
2 - 135° + x = 360°, em que x é a medida do angulo do poligono regular desconhecido.
Assim, temos: x = 360° — 270°
Logo, x = 90°,

O poligono regular que possui angulos iguais a 90° é o quadrado.
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1. Justifique se a afirmacao seauinte é verdadei-
ra ou falsa:

“Se triplicarmos a medida do lado de um qua-
drado, entao sua area tambem triplicara.”.

(UFRN) Miguel pintara um painel retangular
com motivos geométricos. As duas regites
destacadas, a regidao 1 (FGKM), contida no
quadrado FGLM, e a regido 2 (HILK), contida
no paralelogramo HILM, conforme figura abai-
x0, serao pintadas de vermelho. Sabe-se que a
tinta utilizada para pintar uma regiao qualquer
depende proporcionalmente de sua area.

G H /

UFRN.

M L J

, . . 3
Se Miguel gastasse, na pintura da regiéo 1, =
da tinta vermelha de que dispoe, poderiamos
afirmar que

a) o restante de tinta vermelha daria, exata-
mente, para a pintura da regiao 2.

b) o restante de tinta vermelha seria insufi-
ciente para a pintura da regiao 2.

c) a regido 2 seria pintada e ainda sobrariam

3
-7- de tinta vermelha.

d)a regido 2 seria pintada e ainda sobraria l
de tinta vermelha. /

(Mack-SP) Um engenheiro fez a planta de um
apartamento, de modo que cada centimetro
do desenho corresponde a 50 centimetros
reais. Entdo a area real de um terraco que
tem 20 cm? na planta &, em metros quadrados,
igual a:

a)2 d) 8
b) 4 )10
)5

Ao utilizarmos a combinacao de dois hexago-
nos requlares e dois tridngulos equilateros,
cujos lados tenham a mesma medida, é pos-
sivel ladrilhar o plano? Justifique sua resposta.

5.

(Unip-SP) PQR & um trigngulo com 27 cm?
de area. A, B, C, D, E e F sao pontos mé-
dios dos segmentos PB, AQ, QD, CR, RF e EP,
respectivamente,

]

R

A area da regiao hachurada, em centimetros
quadrados, é:

a)9 d)18
b)12 e) 21
c 15

Observe o ladrilhamento a seguir, composto
de poligonos regulares.

IWSTRAGOES EDITORIA DE ARTE

a) Identifique os poligonos que estao desta-
cados em azul.

b)Na parte central desse ladrilhamento, ha
um poligono. Diga qual é esse poligono,
justificando sua resposta.

.0 patio de uma escola tem formato retangu-

lar, com 3,5 m de largura por 5,5 m de com-
primento. A direcao decidiu recobrir essa drea
com ladrilhos quadrados com 12 cm de lado.
Quantos ladrilhos serac necessarios para re-
vestir todo o patico?
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10.

Usando um software de geometria dinamica,
como o GeoGebra, investigue se é possivel
fazer um ladrilhamento utilizando apenas pen-
tagonos regulares. Registre o passo a passo do
resultado e justifigue suas conclusoes.

(FGV-SP) A figura indica um hexagono regular
ABCDEF, de area S, e um hexagono regu-
lar GHUKL, de vértices nos pontes médios dos
apotemas do hexagono ABCDEF e area S..

B

=
~—
-,
hat

FGY.

Nas condi¢des descritas, 5 ¢ igual a
a)> g o) =
4 25 16
b2 d)L
25 5

(OBMEP) Dois quadrados de papel se sobre-
péem como na figura. A regiao nao sobrepos-
ta do quadrado menor corresponde a 52% de
sua area e a regiao nao sobreposta do quadra-
do maior corresponde a 73% de sua area. Qual
é arazao entre o lado do quadrado menore o
lado do quadrado maior?

QBMEPR,

a)— c) — elg

1. Uma construtora decidiu inovar e encomen-

dou ladrilhos no formato de dodecagonos
requlares (poligonos de 12 lados congruen-
tes). Ao se depararem com esses ladrilhos
de formato inusitado, alguns pedreiros dis-
seram que nao seria possivel usar apenas
esse ladrilho, pois sobraria espaco entre
eles. Ao ouvir os colegas, o mestre de obras
encontrou a solugao para esse problema.
Ele afirmou que somente com os ladrilhos
no formato de dodecédgonos regulares, de
fato, nao era possivel recobrir todo o piso,
mas se esses ladrilhos fossem combinados
com outro tipo de ladrilho poligonal, o pro-
blema estaria resolvido.

a) Explique por que ndo é possivel usar
somente os ladrilhos em formato de do-
decagono regular para cobrir todo o piso,
sem deixar espaco. Se possivel, utilize um
software de geometria dinamica para auxi-
liar na sua explicacao.

b)Considerando a solu¢ao dada pelo mes-
tre de obras, que tipo de ladrilho seria
possivel combinar com o dodecégono
regular para satisfazer as condicoes de
ladrilhamento?

(Fuvest-SP) A figura representa sete hexago-
nos regulares de lado 1e um hexagono maior,
cujos veértices coincidem com os centros de
seis dos hexagonos menores. Entao, a area do
pentagono hachurado € igual a:

EDQITORIADE ARTE

a) 343 d)\3

b) 23 e) £
c) ﬂ
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13,

14,

(Enem/MEC) Na construcao civil, € muito comum a utilizacao de ladrilhos ou azulejos com a forma
de poligonos para o revestimento de pisos ou paredes. Entretanto, nao sao todas as combinagdes de
poligonos que se prestam a pavimentar uma superficie plana, sem que haja falhas ou superposicées
de ladrilhos, como ilustram as figuras:

IMAGENS: ENEM
f«‘
™~

= Figura 1: Ladrilhos retangulares = Figura 2 Heptdgonos regulares nao pavi-
pavimentando o plano mentam o plano (ha falhas ou superposicao)

A tabela traz uma relagao de alguns poligonos regulares, com as respectivas medidas de seus an-
gulos internos.

Nome Trizngulo Quadrado Pentigono Hexagono Octégono Eneagono
o m O O O
Angulo interno 60° a0 108 120° 135° 1407

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinacao de dois tipos diferentes de ladrilhos entre os po-
ligonos da tabela, sendo um deles octogonal, o outro tipo escolhido devera ter a forma de um

a) triangulo. <) pentagono. &) eneagono.

b) quadrado. d) hexagono.

(CP2) Alguns poligonos regulares, quando postos juntos, preenchem o plano, isto é, nao deixam
folga, espago entre si. Por outro lado, outras combinagoes de poligonos nao preenchem o plano.
A sequir, exemplos desse fato: a Figura 1, formada por hexagonos regulares, preenche o plano; a
Figura 2, formada por pentagonos e hexagonos regulares, ndo preenche o plano.

P

» Figura 1 = Figura 2

COLEGID PEDAOI

Na Figura 2, a medida x do angulo é igual a
a) 14°. d)a°

b) 12°.
c) 10°,
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