» Conjunto dos nimeros irracionais

O conjunto dos niimeros irracionais, que indicamos por |, é o conjunto formado
pelos numeros que tém uma representacao decimal infinita e ndo periodica.

Veja outros exemplos de ndmeros irracionais e suas primeiras casas
decimais, obtidas com o auxilio de uma calculadora cientifica:
V13 = 3,60555127.. 5 =1,70997594... 1t = 3,14159265...
A respeito dos numeros irracionais, & possivel demonstrar que:
« asralzes quadradas de nimeros naturais que ndo sao quadrados per-
feitos sao numeros irracionais. Exemplos:
J10 = 316227766.. V24 = 4,89897948...
» em particular, as raizes quadradas de nimeros primos positivos sdo
numeros irracionais. Exemplos:
V3 =1732050807.. 7 =2,645751311.. /61 = 7,810249675...
» a soma de um numero racional com um numero irracional é um
numero irracional. Exemplos:

3+ /2 =3 +1,41421356... = 4,41421356...
J5 + 1,5 = 2,23606797.. + 1,5 = 3,73606797...

« 0 resultado da subtracao de um ndmero racional € um numero irra-
cional, e vice-versa, € um namero irracional, Exemplos:
1—m =1-— 314159265... = —2,14159265...
J6 — 4 =2,44948974... — 4 = —1,55051025...

« 0 produto de um numero racional ndo nulo por um nimero irracional
€ um numero irracional. Exemplos:

2 -7 = 27 =28 = 529150262...
1

—— o =—L = 1,04719755.,
3 3

» Alguns niimeros irracionais famosos

0 nimero pi (1)

O numero representado pela letra grega &t (pi) € um dos nUmeros irracionais mais conhecidos
no meio matematico. O nimero 1 € a constante obtida da razao entre o comprimento de uma
circunferéncia e a medida de seu diametro. Por ser um nimero irracional, a representagao decimal
de nt € infinita e ndo periodica: m = 3,141592653... .

O nimero de Euler (e)

O numero irracional e, chamado de niimero de Euler, cujo valor € 2,71828l..., tem diversas apli-
cacoes dentro da Matematica, bem como em outras ciéncias como Economia, Biologia e Estatistica.
Esse niimero irracional também é chamado de niimero de Napier, gracas aos estudos relacionados
aos logaritmos feitos pelo matematico John Napier (1550-1617).

A razao aurea

Essa razdo é conhecida como razao aurea, e o humero irracional

, cujo valor e

+45
2
1,618033..,, € chamado de nimero de ouro, representado pela letra grega maidscula ¢ (1e-se: fi).

» Conjunto dos nimeros reais
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Reunindo os nameros racionais aos niimeros irracionais, formamos o conjunto dos niimeros reais,
representado por IR,

EDITORIA DE ARTE

NCZCQCRelCIR,
ouseja, QUI=R

Ja vimos como marcar, na reta orientada, pontos que representam niimeros racionais. Vimos também
que os nlimeros racionais nio sio suficientes para preencher toda a reta orientada. E possivel marcar pontos na
reta que representam nameros irracionais. Observe alguns nlimeros racionais e irracionais representados na reta
orientada:

|
A
|
Bl =
N|= -
4
E|

A respeito dos nimeros reais:
A soma de dois numeros reais € um numero real.
A diferenca de dois nimeros reais € um numero real.
O produto de dois nimeros reais € um numero real.
O quociente de dois nimeros reais, sendo o divisor diferente de zero, € um ndmero real.

Os conceitos de numeros opostos e de nimeros inversos vistos nos conjuntos numericos
anteriores também sao validos para os numeros reais.

Exemplos:

« O oposto de /2 é —/2, po:sJ_+( )-_~

« Oinversode é i pOis T - =1
T

No conjunto R dos numeros reais, destacamos os seguintes

subconjuntos:

numeros reais nao nulos: R = R — {0}

numeros reais nao negativos: R, = xR | x = 0}
numeros reais nao positivos: R = xR | x = 0}
numeros reais positivos: R, = xER | x > 0}
numeros reais negativos: R* = x€R | x < 0}
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» Intervalos reais

Existemn subconjuntos de R, chamados de intervalos reais, que sdao determinados por desi-
gualdades. Os intervalos podem ser representados de diversas maneiras, como veremos a seguir.

Dados dois nimeros reais a e b, chamados de extremos do intervalo, com g < b, temos:

/Intervaln aberto
(xERla<x<b}=]a,bl

i Fa -

a b

Intervalo fechado
xeERla=x<=b}=a, bl

* . -
a b /

/Inter\ralos semiabertos
xeRlasx<b}=]a,b|

xeRla<x=b}=]a,b]

\ a b a b p
Intervalos ilimitados
XxERIx<a}=1—%al xeERIx>a}l=la, += R =]—2 +o¢

xeERIx<a}=]-xad

a

xeRIx=a} = [a, +o[

a

a

IUSTRACOES: EDITORMA DE ARTE

Observacgoes:

« A bolinha vazia (o) indica que os extremos nao pertencem ao intervalo.
« A bolinha cheia () indica que os extremos pertencem ao intervalo.

O simbolo + |&-se “mais infinito”.
O simbolo —= |é-se “menos infinito”.

intervalos ilimitados.

Os simbolos +2 e —% nao sao nimeros reais, sao apenas simbolos usados na notacao de

Veja alguns exemplos de intervalos reais a seguir.
a) [—4, 3[ <+— Essarepresentagao é a notacao de conjuntos.

XER| —4 = x < 3] =— Essa representacao é a notacio de conjuntos.

-

= ;

Essa é a representacao na reta real.

b) ]—2, —2]
xeRIx<= -2}

¢) 10, +o¢[
xeRIx >0}
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» Conjunto dos niimeros complexos

Por volta do ano 1500, o pensamento corrente era o de que nao
existia raiz quadrada de numero negativo. Por exemplo, ao se depa-
rarem com a equagdo x? — 18x + 82 = 0, os estudiosos da época
simplesmente diziam que ela ndo podia ser resolvida, pois os calculos

levam a determinar o valor de v—4.

Anos mais tarde, no século XVIIl, uma notacdao para esses numeros foi desenvolvida; o
matematico Leonhard Euler (1707-1783) usou em seus trabalhos a letra /, denominada unidade
imaginaria, para indicar a raiz quadrada de —1. Essa notacao se perpetuou ao longo do tempo
e é utilizada até hoje. Assim, definimos:

Com o desenvelvimento dos conceitos acerca da unidade imaginaria i, que compde os
numeros complexos, fol necessério estender os conjuntos numéricos conhecidos, dando origem
ao conjunto dos nimeros complexos, representado por C.

EDITORIA DE ARTE

» Forma algébrica de um nimero complexo

Ndmero complexo é todo niumero da forma z = a + bi, denominada forma algébrica, sendo

a e b numeros reais e i a unidade imaginaria.
Desse modo, o conjunto dos numeros complexos pode ser expresso da seguinte maneira:

C={zlz=a+ bi,coma, b&ERe ié aunidade imaginaria}
Em z = a + bi, a € denominado a parte real de ze b & a parte imaginaria.
Indicamos:
Re(z) =agaelm(z) = b

Se a parte imaginaria do numero complexe z & nula (b = 0), entdao o numero z € um numero real.
z=ag+0i=z=a= z & um numero real

Como z = a + 0i € um numero real, podemos indicar qualquer x real por x + 0i. Portanto, o
conjunto dos numeros reais esta contido no conjunto dos numeros complexos, ou seja, R € um
subconjunto de C.
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Se a parte real do nimero complexo z é nula (@ = 0) e a parte imagi-
naria é diferente de zero (b # 0), entao o numero z é imaginario puro.

Z=0 + bi= z = bi =—— zé um nimero imaginario puro
Observe os exemplos a seguir.

a) Sez = —4 — j\/3, entio Re(z) = —4elm(z) = -J3.

b) Sez= % entdoRe(z) = 0eIlm(2) = %; logo, zé um numero ima-
ginario puro.

c) Se z= 371, entao Re(z) = 3,71 e Im(z) = 0; logo, z¢€ um numero real.

d) Sez = 0, entao Re(z) = 0 e Im(2) = 0; logo, z € um namero real.

A respeito dos numeros complexos:

«» Todo numero complexo z = a + bi pode ser representado pelo par
ordenado (a, b).

« Em Cnao é definida a relacao de ordem, isto &, um ndmero complexo
nao real nao é maior nem menor do que outro complexo.

EJ ATIVIDADES RESOLVIDAS

D C

Considere o retangulo ao lado. Determine a area, o perimetro e
a diagonal do retangulo ABCD. As medidas obtidas sao numeros
irracionais?

TEmoEis BE §eTe

Resolucao

Vamos calcular a drea A do retangulo dada pelo produto da medida
da base pela medida da altura:

A=2-3=23

A medida da area do retangulo é irracional, pois o produto de um nimero racional
(nao nulo) por um numero irracional € um numero irracional.

O perimetro P do retangulo é dado pela soma das medidas de seus lados:

P=2+3+2+3=P=4+23

A medida do perimetro do retangulo é irracional, pois a soma de um namero racional
com um numero irracional € um nimero irracional.

Para determinarmos a medida da diagonal d do retangulo, aplicamos o teorema de
Pitagoras no triangulo ABD:

=2+ =d?=4+3=7=d=47

A medida da diagonal do retangulo é irracional, pois a raiz quadrada de um nimero
primo positivo é um nimero irracional.
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-SeA= 12,5[e B = [3,8[,determine AU Be AN B.

Resolucao

As operagoes de uniao e interseccac com intervalos reais funcio-

nam da mesma maneira que as operacoes de uniao e interseccao

com conjuntos estudadas anteriormente neste Capitulo. No caso ’ "

dos intervalos, é interessante comecar pela analise dos extremos. FhS _(-j 'Y
Assim, a uniao dos intervalos A e B é dada por:

Para a intersecgao, também vamos analisar os extremos dos intervalos. Observe que

3 é elemento de A e também de B; e 5 é elemento de B e nao é elemento de A.

Os elementos de 3 até 5, excluido este ultimo, pertencem a A e a B. Logo:

Yy

A—oO ks
3

Qo

1
NISTRANCES:

P 2 5
—0
3
B
ANEB O -
3 5

Assim, temos: AUB =]2,8[eANB =35

-DadosA ={xERI-3<x=4eB={xERI1<x<7)}calcule A— B.

Resolucao
O conjunto A — B é formado pelos elementos que pertencem a A e nao pertencem a B.

=3 4
A —0n - -
1 7
A—-B—0 - -
-3 1

Observe que o numero 1 pertence ao conjunto A, mas nao pertence ao conjunto 5;
portanto, ele pertence ao conjunto A — B.
A diferenca dos conjuntosé A — B= {xER | -3 <x =1l

Considerando o numero complexo z = (m — 3) + (n* — 25)i, determine m e n de modo
que Z seja:

a) um numero real;
b) um numero imaginario puro.
Resolucao

Para realizar a atividade, inicialmente, precisamos identificar a parte real e a parte
imaginaria do numero complexo z. Assim:

Re(z) =m -3

Im(2) =n® =25

a) Para que z seja real, devemos ter Im(z) = 0:
n-25=0=>n=25=n=5o0un= -5
im-3yER=meR

b) Para que z seja imaginario puro, devemos ter Re(z) = 0 e Im(2) # 0:
m—-3=0=m=3
m—25#0=>n#5en+# -5
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- Determine os elementos dos conjuntos abaixo:
a) A=xEZI13x* —4x—4 =0}
b) B={yElly—7=0}

<) C:*GENIE'FG = 3}
a

d) D=xeQI3+ x? = 4}

e) E={yecQly*—y—1=0}
fl)fF=ixeClix2+4=0)

gl G=KXECIx*—6x+13=0}

. Sendo ﬁ = ﬁJSZ, calcule um valor aproximado

de.
V3 +2 by 23 1
2 4

-Sejam a e b nimeros irracionais quaisquer.
As seguintes afirmagoes sao FALSAS:

a)

a) a - b sempre é um numero irracional;
b) a + b sempre é um nimero irracional.

Em cada caso, dé um exemplo que indica que
as afirmacoes sao falsas.

-Assinale a afirmagao verdadeira:

a) (Ji + 1)(J§ - 1) é irracional e 0,999... é
racional.

b) (V3 +1)(V3 = 1) & racional e 0999... é

racional.

<) (J§+1)(J§ - 1) é racional e 0,999... é

irracional.

d) (JE + 1](J_ = 1) é irracional e 0,999... é
irracional.

e) [J§ + ]](\E = 1)&0,999...néo $a0 nUmeros
reais.

-Usando a notacao de conjuntos, escreva os
intervalos a sequir.

a) [6,10]

b) 1-1,5]
c) 1-6,0[
d) [0, +o9[
e) J—= 3|

. Represente, na reta real, os intervalos a sequir.
a) [2 8]
b) ]—,2]
<) [-6, —1[
d) [2, +[
e) xERI2<x <5}
f){ixeERI-2<x<2}

- Usando a notacao de conjuntos, escreva os
intervalos a seguir, que estao representados

na reta real.
a) E : - §
; -
]
2 5
C] i
1
2
d) -

.DetermineA U B em cada caso a seguir.
a) A={xeRI0O<x<3}e
B={ixeRI1<x<5}

b) A={xER|I-4<x=1}e
B=x€ERI2=x=3}

¢ A={xERI2<x<5}e
B=xeERI1T<x<4}

d A={x€RI-2=<x<2e
B={xeRIx>0}

Dados os conjuntos A = [—1, 6[; B = ]—4, 2;

E = ]-2, 4|, calcule:

a) (BUE) - A

b) E—(ANB)

- Determine k, de modo que o numero com-
plexo z = (k + 5) — 4i seja imaginario puro.

-Determine m para que o numero complexo
z =1+ (m* — 81)i seja um niimero real.

- Considere o nimero complexo
z=(2x—6) + (y + 7)i.
Determine os nimeros reais x e y, tais que z = 0.

-Dividé o niimero 16 em duas partes cujo pro-
duto seja 70.
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